
Exercice n°1 : 

1. On utilise l’égalité suivante 1+𝑥 + 𝑥ଶ = ቀ𝑥 +
ଵ

ଶ
ቁ
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+
ଷ

ସ
=

ଷ

ସ
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ଵ
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Ainsi ∫
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ଵ
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Donc on obtient  
ଶ

√ଷ
൬𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 ቀ

ଷ

√ଷ
ቁ − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 ቀ

ଵ

√ଷ
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ଶ

√ଷ
ቀ

గ

ଷ
−

గ

଺
ቁ =

గ

ଷ√ଷ
 

2. On a ∫
௔௫ା௕

ଵା௫ା௫మ d𝑥
ଵ

଴
=

௔

ଶ
∫

ଶ௫ାଵ

ଵା௫ା௫మ 𝑑𝑥
ଵ

଴
+ ቀ𝑏 −

௔

ଶ
ቁ ∫

ଵ

ଵା௫ା௫మ 𝑑𝑥
ଵ

଴
 

Or ∫
ଶ௫ାଵ

ଵା௫ା௫మ 𝑑𝑥
ଵ

଴
= [𝑙𝑛(1 + 𝑥 + 𝑥ଶ)]଴

ଵ = 𝑙𝑛3 

Finalement ∫
௔௫ା௕

ଵା௫ା௫మ d𝑥
ଵ

଴
=

௔

ଶ
𝑙𝑛3 + ቀ𝑏 −

௔

ଶ
ቁ

గ

ଷ√ଷ
 

3. On effectue une décomposition en éléments simples 𝑓(𝑥) =
௫

(௫ିଵ)(ଵା௫ା௫మ)
=

௖

௫ିଵ
+

௔௫ା௕

ଵା௫ା௫మ
 

On obtient en évaluant en 1 𝑙ᇱ𝑒𝑥𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠𝑖𝑜𝑛 (𝑥 − 1)𝑓(𝑥) l’égalité 𝑐 =
ଵ

ଷ
 

En évaluant en l’infini l’expression x𝑓(𝑥), on trouve 𝑐 + 𝑎 = 0 ⇒ 𝑎 = −
ଵ

ଷ
 

Or 𝑓(0) = 0 = −𝑐 + 𝑏 ⇒ 𝑏 =
ଵ

ଷ
 

Finalement 𝑓(𝑥) =
ଵ

ଷ

ଵ

௫ିଵ
−

ଵ

ଷ

௫ିଵ

ଵା௫ା௫మ 

4. On a 𝑔(𝑥) = −
ଵ

ଷ

௫ିଵ

ଵା௫ା௫మPour conclure on aura ∫ 𝑔(𝑥)d𝑥
ଵ

଴
=

ଵ

଺
𝑙𝑛3 +

ଵ

ଶ

గ

ଷ√ଷ
 

( dans votre énoncé une erreur s’est glissée avec f au lieu de g, f n’étant pas continue sur [0,1], 
l’existence de l’intégrale n’est pas assurée. Si on 0 <∝< 1 , 𝑜𝑛 𝑝𝑒𝑢𝑡 𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑒𝑟   

න
𝑑𝑥

𝑥 − 1
= 𝑙𝑛(∝ −1)  𝑜𝑟 𝑐𝑒𝑡𝑡𝑒 𝑒𝑥𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠𝑖𝑜𝑛 𝑛ᇱ𝑎 𝑝𝑎𝑠 𝑑𝑒 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑒 𝑙𝑜𝑟𝑠𝑞𝑢𝑒 ∝→ 1, 𝑜𝑛 𝑑𝑖𝑡 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑞𝑢𝑒

∝

଴

 

L’intégrale est divergente )  

Exercice n°2 : 

1. Pour tout entier n on pose 𝑆௡ = ∑ 𝑤௣
௡
௣ୀ଴ = 𝑢௡ାଵ − 𝑢଴ 

On suppose que la suite (𝑢௡) soit convergente on note L sa limite, alors la suite (𝑆௡) converge vers 
𝐿 − 𝑢଴ ce qui assure la convergence de la série ∑ 𝑤௡ 

On suppose que la série ∑ 𝑤௡ soit convergente, on note S sa somme, ainsi 𝑢௡ = 𝑆௡ିଵ + 𝑢଴, donc la 
suite (𝑢௡) converge vers 𝑆 + 𝑢଴ 

On a établi l’équivalence entre la convergence de la suite (𝑢௡) et la convergence de la série ∑ 𝑤௡ 

2. On sait que 𝑐ℎ(𝑥) = 1 +
௫మ

ଶ
+

௫ర

ଶସ
+ 𝑜(𝑥ସ) = 1 +

௫మ

ଶ
+ 𝑂(𝑥ସ) 

3.  𝑤௡ = ∑ 𝑐ℎ ቀ
ଵ

√௡ାଵା௞
ቁ௡ାଵ

௞ୀଵ − ∑ 𝑐ℎ ቀ
ଵ

√௡ା௞
ቁ௡

௞ୀଵ − 1 = 𝑐ℎ ቀ
ଵ

√ଶ௡ାଶ
ቁ + 𝑐ℎ ቀ

ଵ

√ଶ௡ାଵ
ቁ − 𝑐ℎ ቀ

ଵ

√௡ାଵ
ቁ − 1 

4. On effectue un développement limité de 𝑤௡ car 
ଵ

√௔௡ା௕
= 𝑜(1) 



On obtient 𝑤௡ = 1 +
ଵ

ଶ

ଵ

ଶ௡ାଶ
+ 1 +

ଵ

ଶ

ଵ

ଶ௡ାଵ
− 1 −

ଵ

ଶ

ଵ

௡ାଵ
− 1 + 𝑂 ቀ

ଵ

௡మቁ 

Soit 𝑤௡ =
ଵ

(ଶ௡ାଶ)(ସ௡ାଵ)
+ 𝑂 ቀ

ଵ

௡మቁ or 
ଵ

(ଶ௡ାଶ)(ସ௡ାଵ)
~

ଵ

଼௡మ = 𝑂 ቀ
ଵ

௡మቁ comme ∑
ଵ

௡మ converge, on peut 

affirmer que ∑ 𝑤௡ converge et donc d’après la question 1 la suite (𝑢௡) converge 

Exercice n°3 : 

1. Soient (𝑃, 𝑄) ∈ (𝐾[𝑋])ଶ 𝑒𝑡 𝜆 ∈ 𝐾 

 alors Δ(𝑃 + 𝜆𝑄)(𝑋) = 𝑃(𝑋 + 1) − 𝑃(𝑋) + 𝜆൫𝑄(𝑋 + 1) − 𝑄(𝑋)൯ = Δ(𝑃)(𝑋) + 𝜆Δ(𝑄)(𝑋) 

Ainsi Δ est linéaire et definit bien un endomorphisme de 𝐾[𝑋] 

2. On suppose que P est de degré n ainsi 𝑃(𝑥) = ∑ 𝑎௞𝑥௞௡
௞ୀ଴  

      Alors Δ(𝑃)(𝑥) = ∑ 𝑎௞((𝑥 + 1)௞ − 𝑥௞)௡
௞ୀ଴  

Or (𝑥 + 1)௞ − 𝑥௞ = ∑ ൬
𝑘
𝑗

൰ 𝑥௝௞ିଵ
௝ୀ଴  est un polynôme de degré 𝑘 − 1, ainsi Δ(𝑃) sera un polynôme de 

degré au plus 𝑛 − 1. Cependant son coefficient d’ordre 𝑛 − 1 est 𝑎௡ ቀ
𝑛

𝑛 − 1
ቁ = 𝑛𝑎௡ ≠ 0 

En conclusion si P est de degré n alors Δ(𝑃) est de degré 𝑛 − 1 

3. Δௗ est linéaire de 𝐾ௗ[𝑋] or d’après la question précédente si P est de degré inférieur à d. 

Son image sera aussi de degré inférieur à d  ( voir même ≤ 𝑑 − 1 ) donc Δௗ(𝑃) ∈ 𝐾ௗ[𝑋] 

Il s’agit bien d’un endomorphisme de 𝐾ௗ[𝑋] 

4. On a 𝑃 ∈ 𝐾𝑒𝑟(∆ௗ) ⇔ Δௗ(𝑃) = 0 ⟺ 𝑑°൫Δௗ(𝑃)൯ = −∞ 

Donc nécessairement P est un polynôme constant. 

On vérifie aisément la réciproque donc 𝐾𝑒𝑟൫∆௣൯ = 𝐾 

Nous savons déjà que 𝐼𝑚(Δௗ) ⊂ 𝐾ௗିଵ[𝑋] 

D’après le théorème du rang 𝑑𝑖𝑚൫𝐼𝑚(∆ௗ)൯ = 𝑑 + 1 − 𝑑𝑖𝑚൫𝐾𝑒𝑟(∆ௗ)൯ = 𝑑 = 𝑑𝑖𝑚(𝐾ௗିଵ[𝑋]) 

Finalement 𝐼𝑚(Δௗ) = 𝐾ௗିଵ[𝑋] 

5. Soit P∈ 𝐾𝑒𝑟(Δ)  alors il existe un entier 𝑑 = 𝑑°(𝑃) ⟹ 𝑃 ∈ 𝐾𝑒𝑟(Δௗ) = 𝐾 or 𝐾 ⊂ 𝐾𝑒𝑟(Δ) 

Finalement 𝐾𝑒𝑟(Δ) = 𝐾 

Pour tout P∈ 𝐾[𝑋], 𝑖𝑙 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑑 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑃 ∈ 𝐾ௗ[𝑋] = 𝐼𝑚(∆ௗାଵ) ⊂ 𝐼𝑚(Δ)  

Finalement Δ  est surjectif 

6. Si ℎ ∈ 𝐾[𝑋], 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 ∃𝑔 ∈ 𝐾[𝑋] 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ℎ = Δ(𝑔) 

Ainsi 𝑓 ∈ 𝐸௛ ⇔ Δ(𝑓) = Δ(𝑔) ⇔ 𝑓 − 𝑔 ∈ 𝑘𝑒𝑟(Δ) ⇔ 𝑓 = 𝑔 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 

7. On pose 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥 + 𝑐 ⟹ Δ(𝑓)(𝑥) = 2𝑎𝑥 + 𝑎 + 𝑏 = 𝑥 

On trouve donc 𝑓(𝑥) =
ଵ

ଶ
𝑥ଶ −

ଵ

ଶ
𝑥 

Les solutions de 𝐸௛ sont 𝑥 ↦
ଵ

ଶ
𝑥ଶ −

ଵ

ଶ
𝑥 + 𝑐 



Exercice n°4 : 

1. On pose 4 réels (𝑏ଵ, 𝑏ଶ, 𝑏ଷ, 𝑏ସ) tels que ∑ 𝑏௞𝐿௞ = 0ସ
௞ୀଵ  si on évalue cette égalité en 𝑥 = 1, on 

obtient immédiatement 𝑏ଵ = 0 puis tout 𝑘 ∈ {2,3,4}, si on évalue en ∝௞ on trouve 𝑏௞ = 0 
La famille (𝐿௞) pour 𝑘 ∈ ⟦1,4⟧ est donc libre 
Comme la dimension de ℝଷ[𝑋]  𝑒𝑠𝑡 4, la famille (𝐿௞) est donc bien une base de ℝଷ[𝑋] 

2. Le polynôme 𝐿ଵ admet 3 racines (∝ଶ, ∝ଷ, ∝ସ) et qu’il est de degré 3 alors il existe une constante 

K telle que 𝐿ଵ(𝑥) = 𝐾(𝑥 −∝ଶ)(𝑥 −∝ଷ)(𝑥 −∝ସ) or 𝐿ଵ(1) = 1 ⟹ 𝐾 =
ଵ

(ଵି∝మ)(௫ି∝య)(௫ି∝ర)
 

Finalement  𝐿ଵ(𝑥) =
(௫ି∝మ)(௫ି∝య)(௫ି∝ర)

(ଵି∝మ)(௫ି∝య)(௫ି∝ర)
 

3. On sait que ℝଷ[𝑋] = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝐿௞, 𝑘 = 1,2,3,4), il existe donc 4 scalaires (𝛽௞, 𝑘 = 1,2,3,4) tels que 
𝑃(𝑥) = ∑ 𝛽௞𝐿௞(𝑥)ସ

௞ୀଵ , si on évalue en 𝑥 = 𝛼௞ alors 𝑃(𝛼௞) = 𝛽௞ 
Finalement 𝑃(𝑥) = 𝑃(1)𝐿ଵ(𝑥) + ∑ 𝑃(𝛼௞)𝐿௞(𝑥)ସ

௞ୀଶ  

Exercice n°5 : 

1. On a immédiatement 𝑓(𝑒ଵ) = (2,1) 𝑒𝑡 𝑓(𝑒ଶ) = (3, −4) , la matrice de f dans la base exprimée 

dans la base canonique est donc 𝐴 = ቀ
2 3
1 −4

ቁ 

2. Exprimons la déterminant Δ = ቚ
1 2
2 1

ቚ = −3 ≠ 0, donc la famille (𝜀ଵ, 𝜀ଶ) est bien une base de E 

3. Calculons 𝑓(𝜀ଵ) = (8, −7) = 𝑎(1,2) + 𝑏(2,1) ⇒ 𝑎 = −
ଶଶ

ଷ
  𝑒𝑡 𝑏 =

ଶଷ

ଷ
 

De même 𝑓(𝜀ଶ) = (7, −2) = 𝑐(1,2) + 𝑑(2,1) ⇒ 𝑐 = −
ଵଵ

ଷ
  𝑒𝑡 𝑑 =

ଵ଺

ଷ
 

La matrice de f dans la nouvelle base est 𝐵 = ቀ
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

ቁ =
ଵ

ଷ
ቀ

−22 −11
23 16

ቁ 

Exercice n°6 : 

1. Les univers image de U et V sont {0,1,2} 𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑆(Ω) = {0,1,2}  ( immédiat en étudiant les valeurs 

possibles de S ) de plus 𝑃(𝑈 = 0) = 𝑃(𝑈 = 2) =
ଵ

ସ
  𝑒𝑡  𝑃(𝑈 = 1) =

ଵ

ଶ
 

On a  𝑃(𝑆 = 0) = 𝑃(𝑈 = 1, 𝑉 = 1) =
ଵ

ଶ
×

ଵ

ଶ
=

ଵ

ସ
 

𝑃(𝑆 = 1) = 𝑃(𝑈 = 0, 𝑉 = 1) + 𝑃(𝑈 = 1, 𝑉 = 0) + 𝑃(𝑈 = 1, 𝑉 = 2) + 𝑃(𝑈 = 2, 𝑉 = 1) 

      Soit 𝑃(𝑆 = 1) =
ଵ

ସ
×

ଵ

ଶ
+

ଵ

ସ
×

ଵ

ଶ
+

ଵ

ସ
×

ଵ

ଶ
+

ଵ

ସ
×

ଵ

ଶ
=

ଵ

ଶ
   𝑒𝑡  𝑃(𝑆 = 2) = 1 −

ଵ

ସ
−

ଵ

ଶ
=

ଵ

ସ
 

2. L’univers image de T est également {0,1,2}  on a 𝑃(𝑇 = 0) =
ଵ

଼
 , 𝑃(𝑇 = 1) =

ଷ

ସ
  𝑒𝑡 𝑃(𝑇 = 2) =

ଵ

଼
 

3. On pose 𝑊 = 𝑆(𝑇 − 1)  alors 𝑊(Ω) = {−2, −1,0,1,2} 

On obtient 𝑃(𝑊 = −1) =
ଵ

଼
×

ଵ

ଶ
=

ଵ

ଵ଺
 , 𝑃(𝑊 = −2) =

ଵ

଼
×

ଵ

ସ
=

ଵ

ଷଶ
 , 𝑃(𝑊 = 1) =

ଵ

଼
×

ଵ

ଶ
=

ଵ

ଵ଺
 

De même 𝑃(𝑊 = 2) =
ଵ

଼
×

ଵ

ସ
=

ଵ

ଷଶ
  𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑃(𝑊 = 0) =

ଵଷ

ଵ଺
 

On en déduit que 𝐸൫𝑆(𝑇 − 1)൯ = 0 
4. Par linéarité de l’espérance 𝐸(𝑆𝑇) = 𝐸(𝑆) et d’après la question1  𝐸(𝑆) = 1 

Comme 𝐸(𝑇) = 1 alors 𝐶𝑜𝑣(𝑆, 𝑇) = 𝐸(𝑆𝑇) − 𝐸(𝑆)𝐸(𝑇) = 0 
5. L’évènement (𝑆 = 0) ∩ (𝑇 = 0)  𝑠𝑒 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑖𝑡 𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑 (𝑈 = 1, 𝑇 = 1)  se réalise en même temps 

que (𝑈 = 0, 𝑇 = 2) ∪ (𝑈 = 2, 𝑇 = 0) donc 𝑃(𝑆 = 0, 𝑇 = 0) = 0 

Cependant 𝑃(𝑆 = 0)𝑃(𝑇 = 0) =
ଵ

ସ
×

ଵ

଼
≠ 0 , donc S et T ne sont pas indépendants 

 


