Exercice n°1 :

, , A z
1. On utilise I'égalité suivante 1+x + x> = (x + —) +- 1 + (\/_ (x + ))

Aznszf _ +x2 dx = gfolﬁdx = T[arctan (\/_ (x + ))]

<T( +3)

Donc on obtient — (arctan ) —arctan (é)) = % (g - %) = %

2. Ona fOl 1-(11-);122 dx = % 01 1::—-12 dx + (b B %) fOl 1+x1+x2

Or fl 1ix:12 =[In(1+x+x?)]{ =In3

Fmalementf — :iz dx = %lnS + (b — —)#

3. On effectue une décomposition en éléments simples f(x) = — X ¢ 4 exb

(x—1)(1+x+x2) x—-1  1+x+x2

On obtient en évaluant en 1 l'expression (x — 1)f(x) [’égalité ¢ = 3
’ 5. .7 . 1
En évaluant en ['infini l’expression xf (x), on trouvec +a =0=>a = — 3

0rf(0)=o=—c+b:>b=§

1 1 x-1
Finalement f(x) = EE T 3 14x+x?

4 Onag(x)=--

2 Torin 2Pour conclure on aura f g(x)dx = —ln3 +2

2 3\/_
( dans votre énoncé une erreur s’est glissée avec f au lieu de g, ' n’étant pas continue sur [0,1],
Dexistence de l’intégrale n’est pas assurée. Si on 0 <x< 1,0n peut calculer

f e In(ec —1) or cette expression n'a pas de limite lorsque «<— 1,on dit alors que

L’intégrale est divergente )
Exercice n°2 :
1. Pour tout entier n on pose S,, = Z;l:o Wp = Upiq — Ug

On suppose que la suite (Uy) soit convergente on note L sa limite, alors la suite (S,,) converge vers
L — u ce qui assure la convergence de la série Y, wy,

On suppose que la série Y, w, soit convergente, on note S sa somme, ainsi U, = S,_, + Uy, donc la
suite (Uy,) converge vers S + U

On a établi I’équivalence entre la convergence de la suite (uy) et la convergence de la série ), wy,

x?  x* x?
2. Onsait que ch(x) =1+=>+-+ o(x*) =1 +5+ 0(x*)
1 1

_ yn+l n 1= 1) _ ) _
30w = Zitih (Fig) — DRk () — 1= eh () + oh () — v () —
4. On effectue un développement limité de w,, car —a;b =0(1)




Onobtientwn=1+l e —1—1L—1+0(12)
22n+2 22n+1 2n+1 n
1 1 1 1 1
amnamn T O (nZ) O it ez = © (F) comme ¥, converge, on peut

affirmer que Y, wy, converge et donc d’apres la question [ la suite (u,) converge

Soit w, =

Exercice n°3 :

1. Soient (P,Q) € (K[X])?etA€K

alors A(P +2Q)(X) = P(X + 1) —P(X) + A(Q(X + 1) — Q(X)) = A(P)(X) + 2A(Q)(X)
Ainsi A est linéaire et definit bien un endomorphisme de K[X]

2. On suppose que P est de degré n ainsi P(x) = Yp_o arx”

Alors A(P)(x) = Yo ar((x + 1)* — x¥)

Or (x + Dk — xk = 2‘,;.‘;3 (f) x/ est un polynéme de degré k — 1, ainsi A(P) sera un polynéme de

degré au plus n — 1. Cependant son coefficient d’ordre n — 1 est a,, (n z 1) =na, #0

En conclusion si P est de degré n alors A(P) est de degré n — 1

3. Ay est linéaire de K4[X] or d’aprés la question précédente si P est de degré inférieur a d.
Son image sera aussi de degré inférieur a d (voir méme < d — 1) donc Ay(P) € K4[X]

1l s agit bien d’'un endomorphisme de K;[X]

4. OnaP €Ker(Ay) © Ag(P) =0 = d'(A4(P)) = —oo

Donc nécessairement P est un polynéme constant.

On vérifie aisément la réciproque donc Ker (Ap) =K

Nous savons déja que Im(Ay) € Ky_1[X]

D’apres le théoréeme du rang dim(lm(Ad)) =d+1- dim(Ker(Ad)) =d =dim(Ky;_,[X])
Finalement Im(Ay) = Ky_1[X]

5. Soit PE Ker(A) alors il existe un entier d = d" (P) = P € Ker(A;) = K or K © Ker(A)
Finalement Ker(A) = K

Pour tout PE K[X], il existe d tel que P € K;[X] = Im(A;41) € Im(A)

Finalement A est surjectif

6. Sih € K[X],alors3g € K[X] tel que h = A(g)

Ainsi f € Ep, © A(f) =A(g) © f — g € ker(A) © f = g + constante

7. Onpose f(x) =ax?*+bx+c=Af)(x)=2ax+a+b=x

1 1
On trouve donc f(x) = Exz -

. 1 1
Les solutions de Ey, sont x — Exz —;xtc



Exercice n°4 :

1. On pose 4 réels (by, by, by, by) tels que Y51 b L, = 0 si on évalue cette égalité en x = 1, on
obtient immédiatement by = 0 puis tout k € {2,3,4}, si on évalue en x;, on trouve b;, = 0
La famille (Ly,) pour k € [1,4] est donc libre
Comme la dimension de R3[X] est 4, la famille (L) est donc bien une base de R3[X]

2. Le polynome Ly admet 3 racines (X,, X3, &) et qu’il est de degré 3 alors il existe une constante
K telle que L(x) = K(x —o¢,)(x —X3)(x —%¢,) or L;(1) =1 = K = L

(1—o<p) (x—ox3) (x—oxy)
. (=) (x—xz) (x—g)
Finalement Li(x) = (1_«;()6_0(2)()(_0(1)

3. Onsait que R3[X] = Vect(Ly, k = 1,2,3,4), il existe donc 4 scalaires (B, k = 1,2,3,4) tels que
P(x) = ,‘£=1BkLk(x), si on évalue en x = ay, alors P(ay,) = Py
Finalement P(x) = P(1)L{(x) 4+ X5=2 P(a)) Ly (x)

Exercice n°5 :

1. On a immédiatement f(e;) = (2,1) et f(e;) = (3,—4), la matrice de f dans la base exprimée

dans la base canonique est donc A = (i _34)

2. Exprimons la déterminant A = |; i| = —3 # 0, donc la famille (&, €,) est bien une base de E

3. Calculons f(&) = (8,~7) = a(1,2) +b(21) > a=—-= eth ==

De méme f (&) = (7,-2) = c(1,2) +d(21) S c = —= etd ==

La matrice de f dans la nouvelle base est B = (Z C) = é(_zzgz _1161)

Exercice n°6 :
1. Les univers image de U et V sont {0,1,2} donc S(Q) = {0,1,2} (immédiat en étudiant les valeurs
possibles de S ) de plus P(U = 0) = P(U = 2) =i et P(U=1) =%
Ona P(S=0)=PU =1,V =1) =§x§=l
PS=1)=PWU=0V=1)+PU=1,V=0+PWU=1V=2)+PU=2V=1)

1

Soit P(S=1) = X5+ Xs+iXzHoXo=2 et P(S=2)=1—,—

N R

2. L’univers image de T est également {0,1,2} ona P(T = 0) = % ,P(T=1)= Z et P(T=2) = %

3. OnposeW =S(T —1) alors W(Q) ={-2,—-1,0,1,2}
Onobtient PIW = —1) =+xi=L pw=-2)=ixi=1 paw=1)=
8 2 16 8 4 32

DemémeP(WzZ)z%x%:% doncP(W:O):%

On en déduit que E(S(T - 1)) =0
4. Par linéarité de ['espérance E(ST) = E(S) et d apreés la question] E(S) =1
Comme E(T) = 1 alors Cov(S,T) = E(ST) — E(S)E(T) =0
5. L’évenement (S = 0) N (T = 0) se produit quand (U = 1,T = 1) se réalise en méme temps
que (U=0,T=2)U(U=2,T=0)doncP(§=0,T=0)=0
Cependant P(S = 0)P(T =0) = % X % # 0, donc S et T ne sont pas indépendants
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