Partiel :

Question 1 :

y est positive et continue sur 0,+o0[ . Vi >0, y (1)< % ort> %2 el ([1, +oo[) =>yel ([1, +oo[)
*+o(r

y(t)j%()j%+ o(t) = y est prolongeable par continuité en 0, y €' (]O,l[)

Finalement y est intégrable sur ]0, +oo[

Question 2 :

l-cosrt

On pose g:(x,t) = e surR* x]0, 4o

Vi el0,+0[, x> g(x,t) est continue sur Z.*

wx € 37, t = g(x,t) est continue par morceaux sur ]0, +oo[

Onav(x,t) € R x 10,4+, g(x t)] <y(t)ory €1*(10,+x[)

Donc d’apres le théoréeme de continuité sous le signe intégral, t +— g(x,t) el (]0, +oo[) et f est continue

sur 7°

Question 3 :

Soit (x, )”E[ une suite de réels positifs telle que x, — +o, et V't €0,+[, f, ()= f(x,.1).
( fn) est continue sur ]0,+oo[, (f,) converge simplement vers t > 0 sur ]O, +oo[

Onavwn e N,vt > 0,|f, ()] = y()oiy € 1*(J0,+=])

D’apreés le théoréme de convergence dominée lim f(x)= lim J £ (¢

Question 4 :

Soit K = [a, +00[c ]0, 4w, Vi e]0,400[, x> g(x,t) est de classe C' sur Z**
15) —(1—cost

—g(x,t):—( )

Ox t

vx C Rt g, t)ett > zf (x,t) sont continues par morceaux sur ]0,+oo]
l—cost _,
(x 1)< e =plt)

t

Or t'o(t)>0= ¢(t):o(ti2j: pel'([1+x])

o(t) ~ ﬂi — 0, ¢ est prolongeable par continuité en 0 donc ¢ €' (]0,1[),ﬁnalement pel (]O,+oo[)

V(x t)

Donc d’apreés le théoréme de dérivabilité sous le signe intégral, fest de classe C' sur toute partie
compacte de Z.*% donc C' sur &

Et Vx>0, f'(x e "dt

J-_l cost

Question 5 :

Les hypothéses de la question 4 permettent d utiliser le théoréme de convergence dominée généralisé a la

¢ de. dinsi lim £'(x)= lim [ =L evgs = [ tim (—1_"%” ”sz_o

X—>+00 X—>+00 X—>+00
0 0

1—cost

400
fonction x+— j -

Question 6 :

Soit & = [a, +o0[€ 0, +a[, V¢ e]0,+00[, x> Z—g(x,t) est de classe C' sur Z*7,
x

2
Z_f(x,z) — (1-cos)e™
X



- 8 a* .
vxe Rt ﬁ (x.t)ett — ﬁ[x, t) sont continues par morceaux Sur ]0, +oo[

2
V(1) e K x]0, 40 Zf(x,t)
X

<2e™ =¢(1)

Or —a<0=gel'(]0,+[)

Donc d’apreés le théoréme de dérivabilité sous le signe intégral, f est de classe C* sur toute partie

2
compacte de =% donc C* sur 3

Et Vx>0, f"(x)= [ (1-cost)e "dt

0

Question 7 :

2 . PR
f'(x)= Re“ (e"’“ —e(”‘)t)dt} Ren ¢ —e‘ } }Re[l#}
0 x i-x | X x—i

Vx>0, f"(x):l— al

x x*+1
Question 8 :
f'(x)zlnx—%ln(1+x2)+K or lim f'(x)=

X—>+00

1 X
Nous savons que Inx ——In(1+ x> zln( ]—>O:>K:O
2 ( ) x2+1 +00
. 1
Vx>0, f(x)zlnx—aln(lﬁtxz)

Question 9 :
On pose F(x) :xlnx—%xln(lerz)—arctanx, Fe(C' (]O,+oo[)

1 x°
F' =lnx+1-=In(x*+1)- =
(x)=lnz+1->n(x )1+x e AC)
Donc 3C € R, tel que f(x) = F(x) +C or EUI?, flx;=0

Orlinx —%En[l +x%) = En( ﬁ) = En( ,1_) _;v—iraoncx Imx—xin(1+x2) =0
- ¥ 145 [ += = - ta
JTE

T T
et arctanx—>—=>C=—
+00 2 2

Donc Vx >0, f(x):xlnx—%xln(l+x2)—arctanx+§

Or fest continue en () donc f(O) = hmf( ) :%

x—0

Question 10 :
Sis=0=> ﬂdr=025
0 t
¢ 1-cos(t) ¢
Sls¢0:> f() Iz—zdt,onposet=|s|uc>uzﬂ
0 K

T > du car cos est paire.

Su u

r +°°1—COS(|S|M) ¢ 1—cos(su)
2o froenll g, |l

0



2 "¢ 1—cos(su)

Finalement |s|:— ————du
7 u
Partie 2 :
Question 11 :
1—(cost)"
J, (t)z%, J, est C* sur ]0,+o0]
Jn (t) — = Euml(t) é et sin > 1, Ezmju (t) = 0, donc j, est prolongeable par continuité en 0 donc

mtegrable sur |0,1]. De plus |]n (¢ |St£2:> J, 1 ([1+e0] )

Finalement j, € I'(]0,+cc[) et u, existe pour tout entier n.

)2n+2

+00 2n _ +o0 t 2n 1_ 2 t
vty = J- (cost?) tz(cost e J. (cost) Ez cos )dtZO
0 0

Ainsi (uzn) est croissante

Question 12 :
J (COSt)dl‘=f(0)=%

t*

U,

:Il (cost) 4 or 1-cosi=m cos2t :lj —cos2t |
o ¢ 29 t*

£ 1-cos 2t

D’apreés la questionl 0. I dt = E|2| Su, ==

Question 13 :

/ { [ 2uJJn /
1—| cos ,/—
+00 n
On pose t = 2_u:>un:J~ 2 du
n 0

2u n2\/;:2\/§£ uu

Question 14 :
n—1
Si xe]O,l[, 1-x" z(l—x)Z:xlC =1-x" Sn(l—x)

s {2 )] e [ ) m 1

Sachant que sina < a => sin® l‘fz—u Slz—u:i
2\ n 4 n 2n

1- [cos( Z—MB
n
Questionl5 :

e

2u
si n—> +o0, (COS( %Jjn = e"'“[“’s(\/?]] = enln[l_%w(%Jj —e

Finalement Yu e ]0,1], <u.

sur ]0,+oo[, h, est continue sur ]0, +oo[

n



(h ) CVS vers u H

i est C° 0,+
u\/_ qui es sur 0,40

D’apreés la question 14.

1
Vu £]0, 4o, vn € 1%, |h,(u)] < @(u) oii p(u) =— sur [0,1] et @(u)= —— sur 1,+=[

Vit AYET

Cette fonction ¢ € l' (]O, +oo[)

+00

400 1
D’apres le théoréeme de convergence dominée lim v, = lim I h )du = I du
n—>+o0 n—+o0 0 u\/;

Question 16 :

1 1

tl—e™ e 4 2
Soit >0, |—— +le"—=

o e g o
Orl_ VE—=0 et -'s(l—e E)—HJ

W |}
Donc du 2 du=2r
I b

D’apres la question 13. w, = _\':va i \'E
Partie 3 :
Question 17 :

Si la famille (g(x)P(sz)) est sommable alors E(g(X))z z g(x)P(X:x)

xeX(Q)
Question 18 :
Soit S, =Xi_ X, onaS,(2)=[-nnl. E(X,)= %—% =0 et par linéarité de [’espérance

E(5,)=0. ¥(X,)=E(X})~(E(X,)) =5 (1+1)=1

Comme les variables (Xk) sont mutuellement indépendantes V(Sn ) = V(Xk) =n
k=1
Question 19 :
(S,=0)= ((X1 =1)N(X, = —1)) u((X1 =-1)n(X, 1)) (réunion disjointe d’événements indépendants)
11 11 1

P(S,=0)=—=+—==—

(52002332273
L’événement (S,,,, =0) est impossible donc P(S,,,, =0)=0

Question 20 :
(S, =5)= ((Sn =s-1)n(X,, = 1)) u((Sn =n+1)N(X,,, = —1)) ( réunion disjointe d’événements
indépendants )

P(S

n+l

Question 21 :

ntl ntl ntl

E(15,:,0) = Z ISI1P(5,s = ( Z IsIP(s, =s +1) + Z ||P(s,z—s—-))

:lz+

E(I5p41]) = (TIS—HPESH—SH Z |s+1|P[5u_5])

[|=—n 2= —n—

=s-1)+P(X,=-1)P(S, :s+1):%(P(S =s—1)+P(S, =s+1))

n

n

5

or P(S,=k)=0sik € [-n,n] = E(|S,+,1) = Z P(S, =s) (

f=—m

Is — 1] +|s+1|)



Donc E(|S+1|) (Sn):ip(sn:S)[|S—1|;|s+1|_|s|j
Calculons A(s):w_| |
Sisz1,A(s):$_szo

Sis<—1, A(s) = %H:O

Sis=0,A(s)=1

Finalement E(|S,M|)—E(|S”|) =P(S,=0)

cos(S+T):cosScosT—sinSsinT3E(cos(S+T))=E(cosScosT)—E(sinSsinT)

Comme S et T sont indépendantes, d’apres le lemme des coalitions (cos S,cos T) et (Sin S, sin T) le sont
aussi. Donc E(cosScosT)=E(cosS)E(cosT) et E(sinSsinT)=E(sinS)E(sinT)

T et —T sont indépendantes, donc E(sinT) = E(sin(—T)) =—E(sinT)= E(sinT)=0

Finalement E(cos(S + T)) =E(cosT)E(cosS)

Question 23 :

Effectuons un raisonnement par récurrence

Si n=1, E(cos(St))=E(cos(X,r))= %cost+%cos(—t) = cost

On suppose que E(cos( 1)) =(cost)’
E(cos(S,,t))=E(cos(S,t+X,,t))=E(cos(S,t))E(cos(X,.t))=(cost)" cost =(cost)

n+l

n+l n n+l n+l
Finalement Vn 21, ¢, (1) = E(cos(S,t))=(cost)’
Question 24 :
11— cos 2L 1—cos(su
(5= ZHe(s =) [ a2 [ 3 (s, =)=
s=—n 0 0 s=-n

E(]S, )==— I (—22 P(S, :S)__ZZ cos(su)P(S, =s)jdu

or Z =s)=1et ZCOS su)P(S, =s)=E(cos(S,u))=(cosu)’

2 +f"’l—(cos(u))n 2
E(Sn)—zlu—zdu—;un
Question 25 :

2

Jn (”2n+2 ”2n+1 (|S2n+2|) ( S

2n+1 2n+1

):P(S :O):Oju2n+2:u2n+l



