Exercice n°1 :
1. Montrons que ' est une sous-algebre de M,(R)
OnaTl c My(R), I,F = FI, doncl, €T # @
Soient (M, N) € T2 (M + aN)F = MF + aNF = FM + aFN = F(M + aN) = M + aN € T
De méme MNF = MFN = FMN = MN €T

Etudions maintenant la dimension de cette algebre

ax + bz = ax — by

—bx +cz = az — bt { bz = —by (:){ 1y=—z

ay + bt = bx + cz bx + cz = ay + bt x=-(c-—a)z+t
—by +ct = bz +ct

OnaMz(; i)ef‘@

Ainsi T est de dimension 2
Or (I, F) € T'? est forme une famille libre, donc on a bien une base et T = Vect(l,, F)

2. Pour tout entier naturel n, F* €T = F™ = a,F + f,1,
3. Apres calcul F?> = (a + ¢)F — (b?> + ac)l, = a, =a+c et f, = —b?> —ac
4. Ona F"1 = (a,F + B,)F = a,F? + Bl = a,(a,F + B,I) + B,F.
En vertu de ['unicité de la décomposition ap 1 = a0, + fn et Bni1 = P20y
On obtient alors 0ty 1y = 0xQpp1 + Bon
5. Application numeérique 0., = aypyq + 2ay, les solutions de I’équation caractéristique sont

—let3= ay =AD" +p2torag =0 eta; =1 = ay = —3(~1)" +;2"
Et par suite 3, = % @m - g (-t
6. Dans cette application, on a toujours ay =1 et B, =2 = F?> = F + 2I
La matrice M = xF + yl est inversible dans T si et seulement s’il existe (x',y") tel que on ait
F+yDX'F+yD =1 (xx'"+xy" +yx)F+ Qxx"+yy)I =1
L . . X(x+y)+y'x=0
Par indépendance linéaire de (I, F),on obtient le systeme { X2 +y'y =1

. . . Xty x
Ce systeme admet une unique solution < 2%y

On peut observer que y* + xy — 2x* = (y — x)(y + 2x)
La matrice M = F — I € ' mais n’est pas inversible donc ce n’est pas un corps

=y2+xy—2x2#0

Probléme :

Partie 1 :

1.V €N, f *8(n) = Y/ f(d)S (g)
or §=1<:>d=n, donc 5(§j=0<:>d¢n ainsivVn € N*, f * §(n) = f(n)
De méme ¥n € N*,8 * f(n) = q/n 8(d)f (g) et 5(d)=0=d %1

ainsiVn € N*, 8 = f(n) = f(n) soit Vf € A, f*5=5%f = f. Enconclusion : § est neutre pour *

2.vn € N, C, = {(dy,d,) € (N")?telquen = d,d,}



d € D, © 3d'€ N'tel que dd'=n & 3d' € N'tel que(d,d") € C,, les ensembles D, et C, sont en
bijection. Ainsi Card (D, )=Card(C,) et (f*g)(n)= Y. f(d)g(d,)
(

dy.dy)eC,

3. (d,,d,)eC, =(d,,d,)eC,

(f*g)(n)=" > f(d)g(d))= . g(d,)f(d)=(g*f)(n) Finalement * est commutative

(dy.dy)eC, (dy.dy)eC,
4. vn € N, C'y, = {(dy,d,, d3) € (N")3telquen = d,d,d5}

(d,d,)eC, = (d,,d,)eC, et (d,,d,,d,)eC",

(f*e)*h(n)=" 2> (f*e)(d)h(d) or (f*e)(d)= >, f(d)g(d)

(d,d3)eCn (dl’dz)ecd

Done (f*g)*h(n)= 2. [(d)g(d:)h(d)= 2. [(d)(g*h)(d)=1*(g*h)(n)

(dl oy ’dS)ECIn (dl ’d)ECn

Finalement * est associative.

5.9(f.8)ed’, (f*g)()=f(1)g(1). doncsi f(1)=0 alors f*g#65
Ainsi si f(1)=0 alors fn’a pas de symétrique pour *

(A,*) n’est donc pas un groupe

6. Il est clair que (A,+) est un groupe abélien

Eneffet A= car 6 € A, V(f,g)eAz,f+g=g+feA
Soit :N* - C telle que 0(n) =0, f+0=0+f=fet f—f=0avec—fecA

De plus la loi * est unifere, interne et associative. On peut montrer également qu’elle est distributive par
rapport a la loi +

(f+g)*h(n)= 2, (f(dl)+g(d1))h(d2)= 2. f(d)h(d)+ D, g(d)h(d,)
(dl,d2)eC,, (dl ,d2)eC,, (dl ’d2)ec/1
=(f*h)(n)+(g*h)(n)
Finalement (A,+,*) est un anneau.
Partie 2 :
7. On considere (m,n) € (N")?telquem An =1
1°%as :sin=1= /J(mn) = y(m) =/¢(m),u(n) car u(n) =1

m=1= ,u(mn) = ,u(n) =,u(m),u(n) car ,u(m) =1

r N
o . — — —
2°cas . m—I Ipl. etn—l Iqj,comme man=1=p, #q,

i=l1 Jj=1

Alors. g (mn) = (1) = (1) (1) = u(m) ()



3° cas : n ou m posséde un diviseur du type p° alors p* divise aussi mn
Donc ,u(mn) =0= ,u(m),u(n)
Finalement u est multiplicative.

8. Pour cela on considere ’application 7 :D, xD — D  ou nAm=1, telle que ﬂ(dl,dz) =dd,

Comme n et m sont premiers entre eux Card(D,xD, )= Card(D,,)

v(d,,d,)eD,xD, ,dd,eD,,
d
Vd € Dy, 3k € N,nm = kd, on pose alors d,=d nneD, et d, = 7 divise d donc divise nm
1
d,/nm etd, nn=1=d,eD,, ainsi d =d,d, = r est surjective donc bijective

Soztn/\m—lz> f* Zf ( j

deD,,,

YdeD

nm?>

3(d,.d,) e D,xD, tel que d =dd, et d, nd, =1

alors nm=kd =kdd, et k =kk,

(f*g)(mm)= f(d‘dZ)g(;ZJ

(dy.dy)eD,xD,,

Les fonctions f et g sont multiplicatives, f(dldz) = f(dl)f(dz) et g(klkz) = g(kl)g(kz)

-3 1@ 2] Z s 2 )

dieD, d,eD,

.
9.V¥n € N, n se décompose de maniére unique comme produits de nombres premiers : n= H plavec
i=1

pr /\p =1si i# j. Comme f est multiplicative, f (le j lL[f(pik") or f( ) (P, )
i=1

Ainsi f Hg(pl ) (Hp, j . Onabien f=g

10. D’apres la question 8. u * 1 est multiplicative

Utilisons la question 9., on considere un nombre premier p et un entier naturel k

(1)(1) = (1)1(1) =1
)=>_u(d 1() u()+u(p)=1-1=0

d/p

*1)(p")= Zﬂ [k] ﬂ(1)+ﬂ(p)+2y(p")=1—1=o

d/p



Ainsi Vk € N, (u * 1) (p*) = 6(p*), Finalement u*1=5.
11.¥n € W', F(n) = Bajn f(d) = Zajn f(@)1(5) = F = f 1
Or u¥*1=6=1*pu donc F*¥u=f*1*u=f*6=f

Soitsif =F*pu=puxF=>VneN',f(n)=Xymuu(dF (g)

12. On sait que (u * Id) est multiplicative

Utilisons a nouveau la question 9., on considere un nombre premier p et un entier naturel k

(uxId)(1) =1 = ¢(1)

(1)@ = Y w(p)d(p*) = p(Dp* + u@p* " caru(p) = 0 si 1> 2
i=0

=p*—pl=p" -1 = (")
Ainsi Vk € N, (u * Id) (p*) = ¢p(p*), Finalement p x Id = ¢.

Probléme ou exercice n°2 :

Le corrigé sera fait en classe



