
Exercice n°1 : 

1. Montrons que Γ  est une sous-algèbre de 𝑀ଶ(ℝ) 

On a Γ ⊂ 𝑀ଶ(ℝ), 𝐼ଶ𝐹 = 𝐹𝐼ଶ  𝑑𝑜𝑛𝑐 𝐼ଶ ∈ Γ ≠ ∅ 

Soient (𝑀, 𝑁) ∈ Γଶ , (𝑀 + 𝛼𝑁)𝐹 = 𝑀𝐹 + 𝛼𝑁𝐹 = 𝐹𝑀 + 𝛼𝐹𝑁 = 𝐹(𝑀 + 𝛼𝑁) ⟹ 𝑀 + 𝛼𝑁 ∈ Γ 

De même 𝑀𝑁𝐹 = 𝑀𝐹𝑁 = 𝐹𝑀𝑁 ⟹ 𝑀𝑁 ∈ Γ 

Etudions maintenant la dimension de cette algèbre 

On a 𝑀 = ቀ
𝑥 𝑧
𝑦 𝑡ቁ ∈ Γ ⇔ ൞

𝑎𝑥 + 𝑏𝑧 = 𝑎𝑥 − 𝑏𝑦
−𝑏𝑥 + 𝑐𝑧 = 𝑎𝑧 − 𝑏𝑡
𝑎𝑦 + 𝑏𝑡 = 𝑏𝑥 + 𝑐𝑧

−𝑏𝑦 + 𝑐𝑡 = 𝑏𝑧 + 𝑐𝑡

⇔ ൜
𝑏𝑧 = −𝑏𝑦

𝑏𝑥 + 𝑐𝑧 = 𝑎𝑦 + 𝑏𝑡
⟺ ቊ

𝑦 = −𝑧

𝑥 =
ଵ

௕
(𝑐 − 𝑎)𝑧 + 𝑡 

Ainsi Γ est de dimension 2 

Or (𝐼ଶ, 𝐹) ∈ Γଶ est forme une famille libre, donc on a bien une base et  Γ = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝐼ଶ, 𝐹) 

2. Pour tout entier naturel n, 𝐹௡ ∈ Γ ⟹ 𝐹௡ = 𝛼௡𝐹 + 𝛽௡𝐼ଶ 
3. Après calcul 𝐹ଶ = (𝑎 + 𝑐)𝐹 − (𝑏ଶ + 𝑎𝑐)𝐼ଶ ⟹ 𝛼ଶ = 𝑎 + 𝑐  𝑒𝑡  𝛽ଶ = −𝑏ଶ − 𝑎𝑐 
4. On a 𝐹௡ାଵ = (𝛼௡𝐹 + 𝛽௡𝐼)𝐹 = 𝛼௡𝐹ଶ + 𝛽௡𝐼 = 𝛼௡(𝛼ଶ𝐹 + 𝛽ଶ𝐼) + 𝛽௡𝐹. 

En vertu de l’unicité de la décomposition 𝛼௡ାଵ = 𝛼ଶ𝛼௡ + 𝛽௡  𝑒𝑡  𝛽௡ାଵ = 𝛽ଶ𝛼௡ 
On obtient alors 𝛼௡ାଶ = 𝛼ଶ𝛼௡ାଵ + 𝛽ଶ𝛼௡ 

5. Application numérique  𝛼௡ାଶ = 𝛼௡ାଵ + 2𝛼௡, les solutions de l’équation caractéristique sont 

−1 𝑒𝑡 3 ⟹ 𝛼௡ = 𝜆(−1)௡ + 𝜇2௡ or 𝛼଴ = 0  𝑒𝑡 𝛼ଵ = 1 ⟹ 𝛼௡ = −
ଵ

ଷ
(−1)௡ +

ଵ

ଷ
2௡ 

Et par suite 𝛽௡ =
ଶ

ଷ
(2)௡ିଵ −

ଶ

ଷ
(−1)௡ିଵ 

6. Dans cette application, on a toujours 𝛼ଶ = 1  𝑒𝑡 𝛽ଶ = 2 ⟹ 𝐹ଶ = 𝐹 + 2𝐼 
La matrice 𝑀 = 𝑥𝐹 + 𝑦𝐼 est inversible dans Γ si et seulement s’il existe (𝑥ᇱ, 𝑦′) tel que on ait 
(𝑥𝐹 + 𝑦𝐼)(𝑥ᇱ𝐹 + 𝑦′𝐼) = 𝐼 ⇔ (𝑥𝑥ᇱ + 𝑥𝑦ᇱ + 𝑦𝑥′)𝐹 + (2𝑥𝑥ᇱ + 𝑦𝑦′)𝐼 = 𝐼 

Par indépendance linéaire de (𝐼, 𝐹), 𝑜𝑛 𝑜𝑏𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡 𝑙𝑒 𝑠𝑦𝑠𝑡è𝑚𝑒 ൜
𝑥ᇱ(𝑥 + 𝑦) + 𝑦ᇱ𝑥 = 0

𝑥ᇱ2𝑥 + 𝑦ᇱ𝑦 = 1
 

Ce système admet une unique solution ⇔ ฬ
𝑥 + 𝑦 𝑥

2𝑥 𝑦
ฬ = 𝑦ଶ + 𝑥𝑦 − 2𝑥ଶ ≠ 0 

On peut observer que 𝑦ଶ + 𝑥𝑦 − 2𝑥ଶ = (𝑦 − 𝑥)(𝑦 + 2𝑥) 
La matrice 𝑀 = 𝐹 − 𝐼 ∈ Γ mais n’est pas inversible donc ce n’est pas un corps 
 

Problème :  

Partie 1 : 

1. ∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑓 ∗ 𝛿(𝑛) = ∑ 𝑓(𝑑)𝛿 ቀ
௡

ௗ
ቁௗ/௡  

or 1 , 0
n n

d n donc d n
d d

        
 

 ainsi ∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑓 ∗ 𝛿(𝑛) = 𝑓(𝑛) 

De même ∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝛿 ∗ 𝑓(𝑛) = ∑ 𝛿(𝑑)𝑓 ቀ
௡

ௗ
ቁௗ/௡  et   0 1d d     

ainsi ∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝛿 ∗ 𝑓(𝑛) = 𝑓(𝑛) soit , * *f A f f f     .  En conclusion :   est neutre pour * 

2. ∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝐶௡ = {(𝑑ଵ, 𝑑ଶ) ∈ (ℕ∗)ଶ𝑡𝑒𝑙𝑞𝑢𝑒𝑛 = 𝑑ଵ𝑑ଶ} 



𝑑 ∈ 𝐷௡ ⇔ ∃𝑑′ ∈ ℕ∗𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑑𝑑′ = 𝑛 ⇔ ∃𝑑′ ∈ ℕ∗𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒(𝑑, 𝑑′) ∈ 𝐶௡, les ensembles n nD et C  sont en 

bijection. Ainsi    n nCard D Card C  et        
 1 2

1 2
,

*
nd d C

f g n f d g d


   

3.    1 2 2 1, ,n nd d C d d C    

      
 

   
 

   
1 2 2 1

1 2 2 1
, ,

* *
n nd d C d d C

f g n f d g d g d f d g f n
 

      Finalement  * est commutative 

4. ∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝐶′௡ = {(𝑑ଵ, 𝑑ଶ, 𝑑ଷ) ∈ (ℕ∗)ଷ𝑡𝑒𝑙𝑞𝑢𝑒𝑛 = 𝑑ଵ𝑑ଶ𝑑ଷ} 

     3 1 2 1 2 3, , , , 'n d nd d C d d C et d d d C     

        
 

       
 3 1 2

3 1 2
, ,

* * * *
n dd d C d d C

f g h n f g d h d or f g d f d g d
 

    

Donc          
 

     
 

   
1 2 3 1

1 2 3 1
, , ' ,

* * * * *
n nd d d C d d C

f g h n f d g d h d f d g h d f g h n
 

     

Finalement * est associative. 

5.   2,f g A  ,       * 1 1 1f g f g , donc si  1 0f   alors *f g   

Ainsi si  1 0f   alors f n’a pas de symétrique pour * 

 ,*A  n’est donc pas un groupe 

6. Il est clair que  ,A   est un groupe abélien 

En effet A car A   ,   2, ,f g A f g g f A        

Soit 𝜃: ℕ∗ → ℂ  𝑡𝑒𝑙𝑙𝑒  𝑞𝑢𝑒  𝜃(𝑛) = 0, f f f et f f avec f A           

De plus la loi * est unifère, interne et associative. On peut montrer également qu’elle est distributive par 
rapport à la loi + 

          
 

   
 

   
 

      
1 2 1 2 1 2

1 1 2 1 2 1 2
, , ,

*

* *

n n nd d C d d C d d C

f g h n f d g d h d f d h d g d h d

f h n g h n

  

    

 

  
 

Finalement  , ,*A   est un anneau. 

Partie 2 : 

7. On considère (𝑚, 𝑛) ∈ (ℕ∗)ଶ𝑡𝑒𝑙𝑞𝑢𝑒𝑚 ∧ 𝑛 = 1 

1°cas : si          1 1n mn m m n car n          

         1 1m mn n m n car m          

2° cas : 
1 1

r s

i j
i j

m p et n q
 

   , comme 1 i jm n p q     

Alors            1 1 1
r s r s

mn m n         



3° cas : n ou m possède un diviseur du type 2p  alors 2p  divise aussi mn 

Donc      0mn m n     

Finalement   est multiplicative. 

8. Pour cela on considère l’application  1 2 1 2: 1, ,n m nmD D D où n m telle que d d d d       

Comme n et m sont premiers entre eux    n m nmCard D D Card D   

 1 2 1 2, ,n m nmd d D D d d D     

∀𝑑 ∈ 𝐷௡௠, ∃𝑘 ∈ ℕ, 𝑛𝑚 = 𝑘𝑑, on pose alors 1 2
1

n

d
d d n D et d divise d donc divise nm

d
     

2 2 2/ 1 md nm et d n d D    , ainsi 1 2d d d    est surjective donc bijective 

     1 *
nmd D

nm
Soit n m f g nm f d g

d

      
 

  

 1 2 1 2 1 2, , 1nm n md D d d D D tel que d d d et d d         

alors 1 2 1 2nm kd kd d et k k k    

    
 1 2

1 2
, 1 2

*
n md d D D

nm
f g nm f d d g

d d 

 
  

 
  

Les fonctions f et g sont multiplicatives,            1 2 1 2 1 2 1 2f d d f d f d et g k k g k g k   

           
1 2

1 2
1 2

* * *
n md D d D

n m
f g nm f d g f d g f g n f g m

d d 

   
    

   
   

9. ∀𝑛 ∈ ℕ∗, n se décompose de manière unique comme produits de nombres premiers : 
1

i

r
k
i

i

n p


 avec 

1ji
kk

i jp p si i j   . Comme f est multiplicative,        
1 1

i i i i

r r
k k k k
i i i i

i i

f n f p f p or f p g p
 

 
   

 
   

Ainsi      
1 1

i i

r r
k k
i i

i i

f n g p g p g n
 

 
   

 
  .  On a bien f g  

10. D’après la question 8. 𝜇 ∗ 1 est multiplicative 

Utilisons la question 9., on considère un nombre premier p et un entier naturel k 

       *1 1 1 1 1 1    

        
/

*1 1 1 1 1 0
d p

p
p d p

d
          

 
  

           
2/

*1 1 1 1 1 0
k

k k
k i

id p

p
p d p p

d
    



 
       

 
   



Ainsi ∀𝑘 ∈ ℕ, (𝜇 ∗ 1)(𝑝௞) = 𝛿(𝑝௞), Finalement *1  . 

11. ∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝐹(𝑛) = ∑ 𝑓(𝑑)ௗ/௡ = ∑ 𝑓(𝑑)1 ቀ
௡

ௗ
ቁௗ/௡ ⇒ 𝐹 = 𝑓 ∗ 1 

Or *1 1*     donc * *1* *F f f f      

Soit si 𝑓 = 𝐹 ∗ 𝜇 = 𝜇 ∗ 𝐹 ⇒ ∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑓(𝑛) = ∑ 𝜇(𝑑)𝐹 ቀ
௡

ௗ
ቁௗ/௡  

12. On sait que (𝜇 ∗ 𝐼𝑑) est multiplicative 

Utilisons a nouveau la question 9., on considère un nombre premier p et un entier naturel k 

(𝜇 ∗ 𝐼𝑑)(1) = 1 = 𝜙(1) 

(𝜇 ∗ 𝐼𝑑)(𝑝௞) = ෍ 𝜇൫𝑝௜൯𝐼𝑑൫𝑝௞ି௜൯

௞

௜ୀ଴

= 𝜇(1)𝑝௞ + 𝜇(𝑝)𝑝௞ିଵ𝑐𝑎𝑟𝜇൫𝑝௜൯ = 0  𝑠𝑖  𝑖 ≥ 2 

= 𝑝௞ − 𝑝௞ିଵ = 𝑝௞ିଵ(𝑝 − 1) = 𝜙(𝑝௞) 

Ainsi ∀𝑘 ∈ ℕ, (𝜇 ∗ 𝐼𝑑)(𝑝௞) = 𝜙(𝑝௞), Finalement 𝜇 ∗ 𝐼𝑑 = 𝜙. 

 

Problème ou exercice n°2 : 

Le corrigé sera fait en classe  


