Probléme :

On montre que (C(A),+,.,X) est une sous-algebre de M,,(R)

On a immédiatement C(A) € M,(R) ,[,A =Al, = 1, € C(A) # @

Pour (B,C) € (C(A))Z,(oc B+ (C)A=xBA+CA=xAB+ AC =A(xB+(C) =x B+ C € (C(4)
De méme BCA = BAC = ABC = BC € C(A). Finalement (C(A), +,.,X) est une algebre

Partie 1 :

1. Pour tout matrice A, il existe (S,T) telle S soit symétrique, T antisymétrique et A = S + T car
I’ensemble des matrices symétriques et antisymétriques sont supplémentaires
Si AAT = ATA alors (S+T)S—T)=(ES—-T)(S+T)=>TS—ST=ST—-TS =TS =ST
Si TS = ST alors AAT = S? —T? et ATA = S? — T? d’ou le résultat
Finalement ATA = AAT si et seulement si il existe une matrice S symétrique et T antisymétrique
telles que A=S+T etST =TS

2. On suppose que AP = PA alors le noyau et l'image de [’une des matrices ( prenons P ) est stable
par 'autre ( prenons A )
Réciproquement : on pose A = mat(f,) et P = mat(p,B), on suppose que Imp et Kerp sont
stables par f, nous savons que E = Imp@Kerp donc Vx € E ,x = x; + x,
Alors fop(x) = fop(x1) + fop(xz) = f(x1)
pof(x) = pof(x1) + pof(x;) or kerp est stable par f donc f(x;) € kerp = pof(x,) =0
De méme Imp est stable par fdonc f(x;) € Imp = pof(x1) = f(x;)
Finalement pof (x) = fop(x) = PA = AP

Partie 2 :

3. Le polynéme caractéristique de A est y4(x) = (x — 1)(x — 4)?
Or E;(A) = Vect((1,1,2)T) et E,(A) = Vect((1,2,0)7,(0,1,1)T)
La somme des dimensions des espaces propres est égale a la dimension de [’espace, donc la
matrice A est diagonalisable

4. La matrice B est de rang 1, donc 0 est valeur propre de multiplicité supérieure a 2. Cependant la
trace de B vaut 3, donc 3 est la derniére valeur propre, ainsi yg(x) = x*(x — 3)
La dimension de chaque espace propre est égale a la multiplicité de la valeur propre en tant que
racine du polynome caractéristique, donc B est diagonalisable
De plus AB = BA, d’apreés le théoreme de diagonalisation simultanée il existe P € GL3(R) telle
que P~YAP et P™BP soient toutes les deux diagonales.

5. Etudions les espaces propres de B.
On trouve E3(B) = Vect((1,1,—1)T) et Eo(B) = Vect((1,0,1)7,(0,1,1)T)
On a donc E;(A) € Ey(B) car (1,1,2) = (1,0,1) + (0,1,1)
De méme E;(B) c E,(A) car (1,1,—-1) = (1,2,0) — (0,1,1)
De plus (0,1,1)T € E,(A) N Ey(B)

1 1 0 4 0 0 3 00
On considere alors P = < 1 1 1) = P71AP = (0 1 0) et P71BP = <0 0 0)
-1 2 1 0 0 4 0 0 O
Partie 3 :
6. Le polynome caractéristique de A est y,(x) = (x — 4)(x — 2). 1l est scindé a racines simples

donc A est diagonalisable. D’ apreés le théoréme de Cayley Hamilton (A — 41,)(A — 21;) = 0.
Donc si A = M? alors (M? — 41,)(M? — 21,) = 0



7.

Le polynéme (x? —4)(x?> —2) = (x — 2)(x + 2)(x - \/E) (x + \/E) est annulateur de M, ainsi
M posséde un polynéme annulateur scindé a racines simples donc M est diagonalisable.
A et M sont diagonalisables or MA = A3 = AM, d’aprés le théoréme de diagonalisation
simultanée il existe P € GL,(R) telle que P~*AP et P~IMP soient toutes les deux diagonales.

On note P~AP = D = (4 0) et P-IMP = A = (x 0)

0 2 0 y
8. OnaM? =A< PNP1=PDP 1o AN =Dox?=4cty?=
2 0 -2 0 2 0
Les 4 solutions sont donc M = P (0 \/i) Pl;M=P ( 0 \/i) pLM=p (0 —\/E) p1!
-2 0
EtM =P Pt
[ (o —v2)
Partie 4 :

9. Onavo(u— Ald) = vou — Av = uov — Av = (u — Ald)ov, donc v et u — Ald commutent. On
peut affirmer que le noyau de u — Ald est stable par v.

10. Comme E,(u) est stable par v, alors la restriction de v a cet espace, ¢ est-a-dire w est un
endomorphisme de E,(u). Comme v est diagonalisable, le polynéme minimal de v est scindé a
racines simples ( SARS ). Ce polynome annule aussi w qui posséde donc un polynéme annulateur
SARS, ce qui assure que w soit diagonalisable.

11. On pose By une base de E, (u) qui diagonalise la restriction de v a Ej, ()

Si Sp(uw) = {Ak, k = 1..p} comme E = @E),, on construit la base f =U Py, c’est une base
constituée de vecteurs propres de u mais aussi de chaque restriction de v donc de v
Cette base diagonalise simultanément u et v

Partie 5 :

12. Si N est nilpotente alors son polynome minimal est xP ou p est [ ’ordre de nilpotence, si N n’est pas
nulle alors p = 2, le polynome minimal est scindé avec une racine multiple donc N n’est pas
diagonalisable.

13. Si x & Sp(A) alors la matrice A — xI,, est inversible, ce qui garantit [’existence de la matrice N
OnaN =B(A—xI,)"! donc B=N(A — xI,)

Cependant AB = BA = (A — xI,)B =B(A—xI,) > B(A—xI,)"' = (A—xI,)"'B
Comme B est nilpotente BP = 0 = NP = BP(A—xI,,))™? =0
N est bien nilpotente

14. Par calcul y,.5(x) = det(xl, — A — B) = det(xI,, — A)det(I,, — N)

Or N est nilpotente, donc est semblable a une matrice triangulaire supérieure avec des 0 sur la
diagonale, la matrice I, — N est semblable a une matrice triangulaire supérieure avec de 1 sur la
diagonale, donc son déterminant vaut 1 = y,,5(x) = det(xl,, — A) = y,(x)

Cette égalité polynomiale est valable pour tout réel x qui n’est pas une valeur propre de A, donc
la différence est un polynome qui admet une infinité de racines donc il est nul.

15. La matrice nulle appartient a N qui n’est donc pas vide.

Soit A et B deux matrices de N, ona AP =0 et B1 =0 et AB = BA
N +q\ :
On calcule (A + B)P*9 = 5-’:0 (p i q)AJBp_JBq + Z;’:gﬂ (p i q)AJ_po+q_1Ap =0

16. Si A est dans N alors A est trigonalisable avec des 0 sur la diagonale, il existe donc P inversible et
T triangulaire supérieure telles que A = PTP™!

OrT = Z?=_11 ;‘l=i+1 ti,jEi,j = A= Z?=_11 ?=i+1 ti,jPEi,j p1
dinsi N  Vect(PE,;P~",i = 1..n—1,j = i + 1..n) donc DimN < ==
17. N est un sous espace vectoriel de dimension finie donc N est une partie fermée



