Partie 1 :

Question 1 : Soit (A,B) eS ettt e[O,l] on pose M =tA+ (1 —t)B= ‘M =M car S,(R) est un
sous espace vectoriel de M, (R)

De plus ona VX € R™, X #0,X ‘MX = t(X "AX)+ (1 — )X ‘BX = 0 carX ‘AX >0et X ‘BX >0
Sit=0='XMX ='XBX >0

Sit#0= "XMX =t('XAX )+ (1-t)'XBX >t('XAX)>0

Finalement M € S,"" = [A,B] c S, qui est bien une partie connexe

Question 2 : On consideére I'application ¢: M + '"MM — I, elle est continue sur M,,(R)

Or 0,(R) = ¢~1({0}) et {0} est une partie fermée de M, (R)

Donc 0,(R) est une partie fermée de My, (R) en tant qu’image réciproque d’une partie fermée par une
application continue

VM € 0,(R), '"MM = I, = ||M|| = /n, ainsi 0, (R) est une partie bornée

Finalement M, (R) étant de dimension finie, 0,,(R) est une partie compacte de M, (R)

Question 3 : Conv(K) = (D(HXK), lapplication ® est clairement continue. Montrons que H est une

partie compacte de R™*?

n+l

= le. est continue sur R™ et H =" ({1}) comme {1} est une partie fermée

i=1

n+l

L’application 1 : (x,. )l_:1

de R, on peut affirmer que H est une partie fermée de R™**

v eH, Haxlﬂlﬂil <1 car A; € R*, H est donc une partie bornée de R™**
LE[1,n+

Finalement H est une partie compacte de R™ et Hx K™ est le produit cartésien de parties compactes
¢’est donc une partie compacte de R™* x E™*1
Conv(K ) est ['image d’une partie compacte par une application continué c’est donc bien une partie

compacte de E.

Question 4 : K est une partie compacte de E donc est bornée V(x, y) ek,

x =yl <[+ ] < 20
Ce qui assure ['existence de 5(K)= sup |y—x]|

()(,y)el(2
Partie 2 :

Question 5 : Si cette suite admet une valeur d’adhérence a alors 3¢ strictement croissante telle que

(x(p(n)) converge vers a, ainsi la suite (x(p(m) —x(p(n)) converge vers 0, ce qui assure [’existence d’un rang

N tel que lorsque p > N, <&, avec (p+1)#¢(p). Ce qui contredit I'hypothése donnée

Xo(p+1) ™ Yo(p)

sur la suite (x,). Cette n’admet donc aucune valeur d’adhérence .

Question 6 : On effectue comme le préconise [’énoncé un raisonnement par récurrence. On suppose donc
Je>0 tel que Vp € N, V(x)"_, € KP,K ¢ UY_, By(x;, €).
Ainsi pour tout entier p, il existe x,,, € KtelqueVi € [1,p], x,11 & Bo(x;, €)

On construit alors une suite (x,) € K" telle que si n# p,

xn—po25

D’aprés la question5. Cette suite n’admet pas de valeur d’adhérence ce qui est impossible pour une suite
d’une partie compacte.
Finalement Y& >0 tel que Ap € N, El(xi)?:1 € EP tels que K c Ule B, (x;, €).



Question 7 : On effectue a nouveau un raisonnement par l’absurde. On suppose que ¥V o >0, 3x € K tel
que Viel, B, (x,a) z €. Sionprenda =n € N, on construit une suite (x,) € K" telle que pour tout

. 1 : . .
i, B, (xn,—j z Q,. De cette suite on peut extraite une sous suite convergente (xw(n)) vers ac K c UQ,.
n iel

1l existe donc j €I, tel que a € Q) qui est un ouvert, il existe donc r >0, tel que B, (a,r) cQ,

Cependant la convergence de (x(p(n)) vers a, assure que Si n> N, Xy € B, (a,r)

Comme @(n)—> +o,

— 0 donc si n est suffisamment grand B, [x (

, B (a, Q.
o(n) (p(n)]c s (a,r) Q) ce

L
o (n)
qui est impossible.
Finalement 3o >0 tel que Vxe K ,3i el tel que B, (x,a) <=,

Question 8 : Utilisons la question6 V& >0 tel que Ap € N, El(xl-)f:1 € KP telsque K c Ule B, (x;, €).
Pour tout j € [1,p], la question7. nous donne un indice i, tel que B, (xj,a) cQ,

On construit ainsi une famille finie d’ouverts Qy avec k =ijet j € [1,p] telle K soit inclus dans la
réunion finie de cette famille

Question 9. Notons Viel, O, = E\F,, c’est une famille d’ouverts de E. On montre alors que K UO,.
iel
eneffet @=((E\O,)=E\|JO, et KcE=]O, .
iel iel iel

D’apreés la questiond. on construit une famille finie d 'ouverts telle que

P J4 )4
KcUOk:Km(ﬂij:Q or F,cK=(\F, =9
k=1 k=1

k=1
Partie 3 :

Question 10: VxeE, ['application u+> ”u(x)” est continue sur G qui est une partie compacte de
GL (E ) donc cette application est bornée et N, (x) = sup”u (x)” existe, c’est un réel positif

NG(x)z ||=O:>VueG u(x)zO or u est bijectif donc x =0

VueG, ||u Ax) ||: ||:>N (Ax) = |/1|NG (x

u(e )< lu ()= Vo (6 3) <N () + No ()
Finalement N définit bien une norme sur E

Question 11 : Vve G, uove G, donc ||u0v x ||<sup||w x || Ng (x)

NG( )estun majorant de {H ( ( } x < N (x)
De méme ||u ||:Hu0v ( )HS ‘w X H— G v(x ):>NG (x)SNG (v(x))
Finalement Vv e G, N, (x)= N, ( ( ))

Question 12 :

(<:) on suppose [’existence de A € R+tel quey = Ax
N (x+y)=Ng ((1+24)x) =1+ A| Ny (x) = (1+A) N (x) = Ny (x) + Ny (Ax) = Ng (x) + N, ()



(:>) On suppose que V(x,y) eE’, N, (x+y) =N, (x)+ Ng (y)

Nous savons que ¥z e E, ['application u+> ||u(z)|| est continue sur G qui est une partie compacte de
GL (E ) donc la borne supérieure est atteinte.

1l existe donc v e G telle que N (x+y) = ”v(x +y)|| = ||x'+y'|| ou x'= v(x) et y'= v(y)

D’aprés la questionl]. Ng(x')= N (v(x)) = N, (x) de méme poury’ ety

On obtient donc |x'+ y||= Ng (x")+ Ny (»") <[lx]+[»

Cependant ] =1d ()] < N, () e |92 N, ()= [ = 1 [

Ce qui en élevant au carré donne le cas d’égalité de Cauchy-Schwarz. <x',y'> = ||x'||>< ||y'||

Ainsi (x',y') sont lies et AL € R tel que y' = Ax".

Ona(x,y'y =Xl x ly'll = Allx'I? = [Allx']I> > A e RT
Donc 31 € R*tel quey' = Ax'=>y=v1(y) = 1(x) = ix

. . ; =
Question 13 : Comme x est dans K qui est stable par u, on a Vi € [0,n — 1],u*(x) € K, or Z—:l et

i=0 N

. * 1 on-1. i
que K est une partie convexe, on peut affirmer que Yn € N ,x, = ;Z?ﬂl u'(x) eK

u(x”) zigum (x) :%,«Z’;ui (x) ziu" (x)+xn —%x: ”u (xn)—xn” ziuu" (x)—x”
5(K)

n 2
Or (u (x),x)eK = »

u" (x)—xHS§(K):>||u(xn)—xn||ﬁ

Question 14 : De la suite (xn) de K, on extrait une sous suite (xw(n))convergente vers ae K

JIK)

”(xw(n))_xw(n) ~o(n)

un espace de dimension finie ) on obtient ”u (a) — a” =0=> u(a) =a

Or

— 0. Par continuité de la fonction x> ”u (x)—x” ( car u est linéaire dans

Question 15 : Soit x € K = Vi € [1,r]u;(x) € Kor Zl-r:l% =1= %Zfﬂui(x) € K car K est convexe.

1 r
Ainsi K est stable par u :—Zui. On peut donc appliquer le résultat de la questionl4., a savoir
i=1

lexistence de a € K tel que u(a) =a

Question 17 : Prenons j € [1,7]
N, (Z}:u (a)) =N, [uj (a)+>u, (a)j <N, (u,(a))+N, [Zui (a)] <N, (u;(a))+ X Ng (,(a))

i#] i#]

Nous avons cependant N, (u(a)) =N, (%iui(a)j:%iNG (,(a)) = NG(Z:ui(a)j:erllNG (1, (a))

i=1



Donc N, (iui(a)JzNG(uj(a))+NG (Zui(a))

i=1 i#]

Question 18 : D’aprés la question 12., il existe A, >0 tel que D u,(a)=Au,(a)
i)

/1j+1

7

u;(a)

On obtient donc ru(a)= lzrl:ui (a)= (/1] +1)uj (a)=u(a)=

Question 19 : On suppose qu'il existe j € [1,7] tel que u;(a) # a
A;+1 A.+1

u,(a), notons =

Oronau(a)=a= =u,(a)=pa
Pour tout entier n € N, u}l(a) =u"a

Siou>1: (u:’ (a)) est une suite de K ( car stable par u ) qui admet donc une sous suite convergente ce

qui est impossible car |u] (a)” — +00

: - 1 L A e L
Si u<l1: alors ujl(a)z—a et on arrive a la méme impossibilité que dans le cas précedent en
U

considérant la suite ((ujf] )n (a))

Finalement Vi € [1,7],u;(a) = a

Question 20 : Pour tout u € G, je note F, = {a e K tel que u(a) =a}

x> u(x)—x est linéaire en dimension finie donc continue sur E, ainsi F, = (u —Iaf)_1 ({0}) ainsi F, est

une partie fermée de K

On suppose par l’absurde que ﬂFu =, d’apres la question9. il existe un entier r et une famille
ueG

(u, ):=1 e G’ tels que ﬂFu =(J, ce qui est contradictoire avec la question 19.

i=1

Donc ﬂFu =, ce qui prouve [’existence de a € ﬂFu =VueG, u(a)=a

ueG ueG

Partie 4 :

Question 21 : Comme G est compacte, G est aussi fermée, VA€ G, EI(An) eG telleque A, —> A. On a
VM € My(R), pa, (M) = tAnMAn - "AMA = pa(M)
Donc ’application A p, est continue sur G

Question 22 : p, (M +AR)="A(M +AR)A="AMA+A'"ARA=p,(M )+ Ap,(R) donc p, est linéaire
Puisque A€ G alors A™ existe or POP (M)= ’A(’A"IMA_I)A =M=Id(M)= pop . =1d
De méme on prouve que p op, =1d. On peut affirmer que p, est bijective et que p4 € GL (Mn (R))

Soit H = {p, tel que A € G} C GL(Mn(R))
ldeGet p,=1d =>H+#J

V(4,B)eG, p ., (M)= f(AB—l)M(AB) _igl (fAMA)B =p,0p,(M) or AB' €G=p_ 0p,eH
Finalement (H,o) est une sous groupe de (GL(Mn (R)), o)

H est I’'image de G ( partie compacte ) par une application continue donc H est une partie compacte



Question 23 : Soit Me A= 34 e G telle que M ="AA='M =M €S,
VX el", X #0, 'XMX =" (AX) AX =|AX|[ 20 et ' XMX =0 AX =0 X =0 car A est inversible
Finalement Ac S,

Soit y: Av+> "AA cette application est continue et A = }/(G) comme G est compacte alors A [’est aussi

Question 24 : D’apres la question 3. K est une partie compacte comme enveloppe convexe d’une partie
compacte. 1l reste a prouve que K est stable par tous les éléments de H ( K est aussi convexe en tant
qu’enveloppe convexe )

Montrons que VM e K,Vp, e H ot AcG,ona p, (M) € K . Puisque M € K , il existe n’> +1 matrices
B eAetd ER tel que Yi1a, =1et M =YX+ A;B,
n?+l
Par linéarité p,(M)=Y 4p,(B,) or B;='CC,= p,(B,)="4'CC,A= (C,A)CAeA car CAeG
i=l1
Finalement p,(M)e Conv(A)=H

K est une partie compacte convexe de S,”" stable par tout éléments de H

Question 25 : On applique le résultat de la question 20. ( le théoreme de Markov ). Ainsi il existe un
éléement de K que nous noterons M tel que tout élément u de H on ait u(M) =M et donc pout toute

matrice Ade Gona p,(M)=M



