
Partie 1 :  
 

Question 1 : Soit    , 0,1nA B S et t   on pose  𝑀 = 𝑡𝐴 + (1 − 𝑡)𝐵 ⇒ 𝑀௧ = 𝑀  𝑐𝑎𝑟  𝑆௡(ℝ) est un 

sous espace vectoriel de 𝑀௡(ℝ) 
De plus on a ∀𝑋 ∈ ℝ௡, 𝑋 ≠ 0, 𝑋 𝑀௧ 𝑋 = 𝑡൫𝑋 𝐴௧ 𝑋൯ + (1 − 𝑡)𝑋 𝐵௧ 𝑋 ≥ 0  𝑐𝑎𝑟𝑋 𝐴௧ 𝑋 > 0 𝑒𝑡 𝑋 𝐵௧ 𝑋 > 0 

Si 0 0t tt XMX XBX     

Si      0 1 0t t t tt XMX t XAX t XBX t XAX        

Finalement  ,n nM S A B S    qui est bien une partie connexe 

 
Question 2 : On considère l’application : t

nM MM I   elle est continue sur 𝑀௡(ℝ) 

Or 𝑂௡(ℝ) = 𝜙ିଵ({0})  𝑒𝑡  {0} est une partie fermée de 𝑀௡(ℝ) 
Donc 𝑂௡(ℝ) est une partie fermée de 𝑀௡(ℝ) en tant qu’image réciproque d’une partie fermée par une 
application continue 
∀𝑀 ∈ 𝑂௡(ℝ), 𝑀௧ 𝑀 = 𝐼௡ ⇒ ‖𝑀‖ = √𝑛, ainsi 𝑂௡(ℝ) est une partie bornée 
Finalement 𝑀௡(ℝ) étant de dimension finie, 𝑂௡(ℝ) est une partie compacte de 𝑀௡(ℝ) 
 
Question 3 :    Conv K H K   , l’application   est clairement continue. Montrons que H est une 

partie compacte de ℝ௡ାଵ 

L’application  
1

1

1
1
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n

n
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x x






   est continue sur ℝ௡ାଵ et   1 1H    comme  1 est une partie fermée 

de ℝ, on peut affirmer que H est une partie fermée de ℝ௡ାଵ 
∀(𝜆௜)௜ୀଵ

௡ାଵ ∈ 𝐻, 𝑚𝑎𝑥
௜∈⟦ଵ,௡ାଵ⟧

|𝜆௜| ≤ 1  𝑐𝑎𝑟  𝜆௜ ∈ ℝା, H est donc une partie bornée de ℝ௡ାଵ 

Finalement H est une partie compacte de ℝ௡ାଵ et 1nH K   est le produit cartésien de parties compactes 
c’est donc une partie compacte de ℝ௡ାଵ × 𝐸௡ାଵ 

 Conv K  est l’image d’une partie compacte par une application continué c’est donc bien une partie 

compacte de E. 
 
Question 4 : K est une partie compacte de E donc est bornée ,  , , 2x y K x y x y M       

Ce qui assure l’existence de  
  2,

sup
x y K

K y x


   

 
Partie 2 : 
 
Question 5 : Si cette suite admet une valeur d’adhérence a alors   strictement croissante telle que 

  nx  converge vers a, ainsi la suite     1n nx x    converge vers 0, ce qui assure l’existence d’un rang 

N tel que lorsque        1, , 1p pp N x x avec p p         . Ce qui contredit l’hypothèse donnée 

sur la suite  nx . Cette n’admet donc aucune valeur d’adhérence . 

 
Question 6 : On effectue comme le préconise l’énoncé un raisonnement par récurrence. On suppose donc 

0   tel que ∀𝑝 ∈ ℕ*, ∀(𝑥௜)௜ୀଵ
௣

∈ 𝐾௣, 𝐾 ⊄ ⋃ 𝐵௢(𝑥௜, 𝜀)௣
௜ୀଵ . 

Ainsi pour tout entier p, il existe 𝑥௣ାଵ ∈ 𝐾𝑡𝑒𝑙𝑞𝑢𝑒∀𝑖 ∈ ⟦1, 𝑝⟧, 𝑥௣ାଵ ∉ 𝐵଴(𝑥௜, 𝜀) 

On construit alors une suite   ,n
n n px K telle que si n p x x      

D’après la question5. Cette suite n’admet pas de valeur d’adhérence ce qui est impossible pour une suite 
d’une partie compacte. 
Finalement 0   tel que ∃𝑝 ∈ ℕ*, ∃(𝑥௜)௜ୀଵ

௣
∈ 𝐸௣ 𝑡𝑒𝑙𝑠  𝑞𝑢𝑒 𝐾 ⊂ ⋃ 𝐵௢(𝑥௜, 𝜀)௣

௜ୀଵ . 
 



Question 7 : On effectue à nouveau un raisonnement par l’absurde. On suppose que 0, x K    tel 

que  , ,o ii I B x     . Si on prend 𝛼 = 𝑛 ∈ ℕ*, on construit une suite (𝑥௡) ∈ 𝐾ℕ telle que pour tout 

i, 
1

,o n iB x
n

    
 

. De cette suite on peut extraite une sous suite convergente   nx  vers i
i I

a K


    

Il existe donc , jj I tel que a   qui est un ouvert, il existe donc  00, , jr tel que B a r    

Cependant la convergence de    nx  vers a, assure que si    0, ,nn N x B a r   

Comme    
1

, 0n
n




    donc si n est suffisamment grand      0 0

1
, , jnB x B a r

n 
 

    
 

 ce 

qui est impossible. 
Finalement 0 tel que x K    ,  ,o ii I tel que B x      

 
Question 8 : Utilisons la question6 0   tel que ∃𝑝 ∈ ℕ*, ∃(𝑥௜)௜ୀଵ

௣
∈ 𝐾௣ 𝑡𝑒𝑙𝑠 𝑞𝑢𝑒 𝐾 ⊂ ⋃ 𝐵௢(𝑥௜, 𝜀)௣

௜ୀଵ . 

Pour tout  𝑗 ∈ ⟦1, 𝑝⟧, la question7. nous donne un indice  0 ,
jj j ii tel que B x     

On construit ainsi une famille finie d’ouverts Ω௞ 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑘 = 𝑖௝ 𝑒𝑡 𝑗 ∈ ⟦1, 𝑝⟧ telle K soit inclus dans la 
réunion finie de cette famille 
 
Question 9. Notons , \i ii I O E F   , c’est une famille d’ouverts de E. On montre alors que i

i I

K O


  

en effet  \ \i i i
i I i I i I

E O E O et K E O
  

       . 

D’après la question8. on construit une famille finie d’ouverts telle que  

1 1 1

p p p

k k k k
k k k

K O K F or F K F
  

 
       

 
    

 
Partie 3 : 
 

Question 10 :  ,x E  l’application  u u x  est continue sur G qui est une partie compacte de 

 GL E , donc cette application est bornée et    supG
u G

N x u x


  existe, c’est un réel positif 

     0 , 0 , 0GN x u G u x u G u x        or u est bijectif donc 0x   

       
           

,

,

G G

G G G

u G u x u x N x N x

u G u x y u x u y N x y N x N y

       

        
 

Finalement GN  définit bien une norme sur E 

 

Question 11 : ,v G uov G   , donc      sup G
w G

uov x w x N x


   

 GN x  est un majorant de         , G Gu v x u G N v x N x    

De même                1 sup G G G
w G

u x uov v x w v x N v x N x N v x


      

Finalement     , G Gv G N x N v x    

 
Question 12 :   

   on suppose l’existence de 𝜆 ∈ ℝା𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑦 = 𝜆𝑥 

                  1 1 1G G G G G G G GN x y N x N x N x N x N x N x N y               



  On suppose que        2, , G G Gx y E N x y N x N y      

Nous savons que ,z E  l’application  u u z  est continue sur G qui est une partie compacte de 

 GL E , donc la borne supérieure est atteinte.  

Il existe donc v G  telle que     ' 'GN x y v x y x y      où    ' 'x v x et y v y   

D’après la question11.       'G G GN x N v x N x   de même pour y’ et y 

On obtient donc    ' ' ' ' ' 'G Gx y N x N y x y      

Cependant      ' ' ' ' ' ' ' ' 'G Gx Id x N x et y N y x y x y        

Ce qui en élevant au carré donne le cas d’égalité de Cauchy-Schwarz. ', ' ' 'x y x y   

Ainsi  ', 'x y  sont liés et ∃𝜆 ∈ ℝ  𝑡𝑒𝑙  𝑞𝑢𝑒  𝑦' = 𝜆𝑥'.  

On a ⟨𝑥', 𝑦'⟩ = ‖𝑥'‖ × ‖𝑦'‖ ⇒ 𝜆‖𝑥'‖ଶ = |𝜆|‖𝑥'‖ଶ ⇒ 𝜆 ∈ ℝା 
Donc ∃𝜆 ∈ ℝା𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑦' = 𝜆𝑥' ⇒ 𝑦 = 𝑣ିଵ(𝑦') = 𝜆𝑣ିଵ(𝑥') = 𝜆𝑥  
 

Question 13 : Comme x est dans K qui est stable par u, on a ∀𝑖 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧, 𝑢௜(𝑥) ∈ 𝐾, or 
1

0

1
1

n

i n





  et 

que K est une partie convexe, on peut affirmer que  ∀𝑛 ∈ ℕ*, 𝑥௡ =
ଵ

௡
∑ 𝑢௜(𝑥)௡ିଵ

௜ୀ଴ ∈ 𝐾 

           
1

1

0 1

1 1 1 1 1n n
i i n n

n n n n
i i

u x u x u x u x x x u x x u x x
n n n n n




 

           

Or           2,n n
n n

K
u x x K u x x K u x x

n


        

 

Question 14 : De la suite  nx  de K, on extrait une sous suite   nx convergente vers a K  

Or     
 
 

0n n

K
u x x

n 




   . Par continuité de la fonction  x u x x   ( car u est linéaire dans 

un espace de dimension finie )  on obtient    0u a a u a a     

 

Question 15 : Soit 𝑥 ∈ 𝐾 ⇒ ∀𝑖 ∈ ⟦1, 𝑟⟧𝑢௜(𝑥) ∈ 𝐾𝑜𝑟 ∑
ଵ

௥

௥
௜ୀଵ = 1 ⇒

ଵ

௥
∑ 𝑢௜(𝑥)௥

௜ୀଵ ∈ 𝐾 car K est convexe. 

Ainsi K est stable par 
1

1 r

i
i

u u
r 

  . On peut donc appliquer le résultat de la question14., à savoir 

l’existence de  a K tel que u a a   

 

Question 16 :        
1

1 r

G G G i
i

N u a N a N u a
r 

 
   

 
  

D’après la question13.           
1

1 r

G i G G i G
i

N u a N a N u a N a
r 

    

Finalement on a bien      
1

1 r

G G i
i

N u a N u a
r 

   

 
Question 17 : Prenons 𝑗 ∈ ⟦1, 𝑟⟧ 

                
1

r

G i G j i G j G i G j G i
i i j i j i j

N u a N u a u a N u a N u a N u a N u a
   

    
         

     
     

Nous avons cependant             
1 1 1 1

1 1r r r r

G G i G i G i G i
i i i i

N u a N u a N u a N u a N u a
r r   

   
      

   
     



Donc       
1

r

G i G j G i
i i j

N u a N u a N u a
 

  
    

   
   

 
Question 18 : D’après la question 12., il existe    0j i j j

i j

tel que u a u a 


   

On obtient donc            
1

1
1

r
j

i j j j
i

ru a u a u a u a u a
r







      

 
Question 19 : On suppose qu’il existe 𝑗 ∈ ⟦1, 𝑟⟧ 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑢௝(𝑎) ≠ 𝑎 

Or on a      
1 1

,j j
j ju a a u a notons u a a

r r

 
 

 
      

Pour tout entier 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢௝
௡(𝑎) = 𝜇௡𝑎 

Si 1   :   n
ju a  est une suite de K ( car stable par u ) qui admet donc une sous suite convergente ce 

qui est impossible car  n
ju a   

Si 1   : alors  1 1
ju a a


   et on arrive à la même impossibilité que dans le cas précèdent en 

considérant la suite     1 n

ju a  

Finalement ∀𝑖 ∈ ⟦1, 𝑟⟧, 𝑢௝(𝑎) = 𝑎 
 
Question 20 : Pour tout u G , je note   uF a K tel que u a a    

 x u x x  est linéaire en dimension finie donc continue sur E, ainsi     1
0uF u Id

  , ainsi uF  est 

une partie fermée de K 
On suppose par l’absurde que u

u G

F


  , d’après la question9. il existe un entier r et une famille 

  1

r r
i i

u G

  tels que 

1
i

r

u
i

F


  , ce qui est contradictoire avec la question 19.  

Donc u
u G

F


 , ce qui prouve l’existence de  ,u
u G

a F u G u a a


     

 
Partie 4 : 
 
Question 21 : Comme G est compacte, G est aussi fermée,  , n nA G A G telle que A A     . On a 

∀𝑀 ∈ 𝑀௡(ℝ), 𝜌஺೙
(𝑀) = 𝐴௧

௡𝑀𝐴௡ → 𝐴௧ 𝑀𝐴 = 𝜌஺(𝑀) 
Donc l’application AA   est continue sur G 

 
Question 22 :        t t t

A A AM R A M R A AMA ARA M R             donc A  est linéaire 

Puisque 1A G alors A  existe or      1 1

1 1t t
A AA A
o M A A MA A M Id M o Id    

       

De même on prouve que 1 AA
o Id   . On peut affirmer que A  est bijective et que 𝜌஺ ∈ 𝐺𝐿൫𝑀௡(ℝ)൯ 

 
Soit 𝐻 = {𝜌஺ 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝐴 ∈ 𝐺} ⊂ 𝐺𝐿൫𝑀௡(ℝ)൯ 

IdId G et Id H     

           1 1

2 1 1, ,
t t t

AAB B
A B G M AB M AB B AMA B o M   

       or 1

1
BB

AB G o H 
     

Finalement  ,H o  est une sous groupe de ൫𝐺𝐿൫𝑀௡(ℝ)൯, 𝑜൯ 

H est l’image de G ( partie compacte ) par une application continue donc H est une partie compacte 



 
Question 23 : Soit M t t

nA G telle que M AA M M S        

  2
, 0, 0 0 0 0

tn t tX X XMX AX AX AX et XMX AX X            car A est inversible 

Finalement nS    

Soit : tA AA   cette application est continue et  G   comme G est compacte alors   l’est aussi 

 
Question 24 : D’après la question 3. K est une partie compacte comme enveloppe convexe d’une partie 
compacte. Il reste à prouve que K est stable par tous les éléments de H ( K est aussi convexe en tant 
qu’enveloppe convexe ) 
Montrons que , AM K H où A G     , on a  A M K  . Puisque M K , il existe 2 1n   matrices 

iB   et 𝜆௜ ∈ ℝା 𝑡𝑒𝑙  𝑞𝑢𝑒 ∑ 𝜆௜
௡మାଵ
௜ୀଵ = 1 𝑒𝑡  𝑀 = ∑ 𝜆௜𝐵௜

௡మାଵ
௜ୀଵ  

Par linéarité    
2 1

1

n

A i A i
i

M B  




   or    tt t t
i i i A i i i i i iB C C B A C C A C A C A car C A G       

Finalement    A M Conv H     

K est une partie compacte convexe de nS   stable par tout éléments de H 

 
Question 25 : On applique le résultat de la question 20. ( le théorème de Markov ). Ainsi il existe un 
élément de K que nous noterons M tel que tout élément u de H on ait  u M M  et donc pout toute 

matrice A de G on a  A M M   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


