
Correction des exercices du DS5 

Exo 1 : 

La fonction 𝑡 ↦
ଵ

௟௡௧
 est continue et même 𝐶ଵ 𝑠𝑢𝑟 [2, 𝑥], l’intégrale existe, et je peux effectuer une 

intégration par parties sur ce segment 

On a ∫
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ଵ

௟௡௧
ቁ au voisinage de l’infini 

Or 
ଵ

௟௡௧
≥

ଵ

௧
  donc 𝑡 ↦

ଵ

௟௡௧
 n’est pas intégrable sur [2, +∞[. En utilisant la relation de négligeabilité sur les 

intégrales divergentes, je peux affirmer que ∫
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Finalement ∫
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௫

ଶ
~

௫

௟௡௫
 lorsque x est au voisinage de l’infini 

 

Exo 2 : 

1. On considère la fonction 𝜑: 𝑔 ↦ ∫ 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡
௕

௔
  définie sur E à valeurs dans ℝ. Cette fonction est 

continue car linéaire et |𝜑(𝑔)| ≤ ‖𝑓‖‖𝑔‖. Tout polynôme est combinaison linéaire des (𝑡௡, 𝑛 ∈ ℕ), 
donc pour tout polynôme P on a 𝜑(𝑃) = 0. La fonction 𝜑 et la fonction nulle sont continues et 
coïncident sur une partie dense de E, elles sont donc égales sur E 
Ainsi ∀𝑔 ∈ 𝐸, 𝜑(𝑔) = 0, en particulier 𝜑(𝑓) = ‖𝑓‖ଶ = 0 ⟹ 𝑓 = 0 

2. On pose 𝑢௞(𝑡) = 𝑡௞𝑒ି௭௧, alors |𝑢௞(𝑡)| = 𝑡௞𝑒ିோ௘(௭)௧, comme 𝑅𝑒(𝑧) > 0, on peut affirmer que la 
limite de 𝑢௞(𝑡) à l’infini est nulle 

3. La fonction 𝑢௡ est continue sur [0, +∞[, 𝑜𝑟 lim
௧→ାஶ

𝑢௡ାଶ(𝑡) = 0, 𝑜𝑛 𝑎 |𝑢௡(𝑡)| = 𝑜 ቀ
ଵ

௧మቁ, or 𝑡 ↦
ଵ

௧మ
 est 

intégrable sur [1, +∞[, donc 𝑢௡ est intégrable sur [1, +∞[ et continue sur [0,1] , finalement elle 
est intégrable sur [0, +∞[ 

4. Nous avons lim
௧→ାஶ

ି௧೙శభ௘ష೥೟

௭
= 0, je peux donc effectuer une intégration par parties 

Ainsi 𝐼௡ାଵ = ቂ
ି௧೙శభ௘ష೥೟
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∫ 𝑡௡𝑒௭௧𝑑𝑡
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଴
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௭
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Par une récurrence immédiate on obtient 𝐼௡ =
௡!

௭೙
𝐼଴  𝑜𝑟  𝐼0 = ∫ 𝑒𝑧𝑡𝑑𝑡

+∞
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5. Si on note 𝛾: 𝑡 ↦ 𝑡௡𝑓(𝑡), cette fonction est continue sur [0, +∞[ et |𝛾(𝑡)| = 𝑜 ቀ
ଵ

௧మቁ, ce qui garantit 

( comme à la question 3 ) l’intégrabilité de 𝛾 𝑠𝑢𝑟 [0, +∞[ 

Alors ∫ 𝑡௡𝑓(𝑡)𝑑𝑡
ାஶ

଴
= ∫ 𝑢ସ௡𝑠𝑖𝑛(𝑢)𝑒ି௨4𝑢ଷ𝑑𝑢

ାஶ

଴
  ( on pose 𝑡 = 𝑢ସ ) 

Donc ∫ 𝑡௡𝑓(𝑡)𝑑𝑡
ାஶ

଴
= 4𝐼𝑚൫∫ 𝑢ସ௡ାଷ𝑒ି(ଵି௜)௨𝑑𝑢

ାஶ

଴
൯  on reconnait l’expression de 𝐼ସ௡ାଷ avec un 

complexe 𝑧 = 1 − 𝑖  𝑜ù  𝑅𝑒(𝑧) > 0 

Finalement ∫ 𝑡௡𝑓(𝑡)𝑑𝑡
ାஶ

଴
= 4𝐼𝑚 ቀ

(ସ௡ାଷ)!

(ଵି௜)ర೙శరቁ  cependant (1 − 𝑖)ସ௡ାସ = (−4)௡ାଵ ∈ ℝ 

Donc ∫ 𝑡௡𝑓(𝑡)𝑑𝑡
ାஶ

଴
= 0 

On vient de trouver une fonction non nulle vérifiant ∫ 𝑡௡𝑓(𝑡)𝑑𝑡
ାஶ

଴
= 0, ce qui montre que le résultat de la 

première question n’est valable que lorsqu’on intègre sur un segment 


