Partie 1 :
Question On effectue une intégration par parties, on obtient I, = (p — 1)I,_, — (p — DI,

Soit I, > Ip o . On considere alors les indices pairs et impairs.

@p)! ot _ (2Pp)?
(2PpHZ? 2 2p+1 = (gpr1)

i depluslp2>1p1>l P >k

On trouve I, =

On calcule Ipl;p 44 =

2(2p+1) 4p p—-1 Ip
Par le théoreme des gendarmes llmI— =1=1, ~ I,_ydoncly, ~ I54q
P—’OO P
N

On peut donc affirmer que (Izp) ~ E = Iy ~

Finalement : I, ~ /1
2p

. 2\ 21
Question 2 : on a immédiatement p,(x) = a, (cos (E))
s 1T _ an (T 2n (¢ _
La condition - f_npn(t)dt =le f_n cos (2) dt =1

T t T t
f cos*" (E) dt = 2f cos" (E) dt (par parité) = 4l,,(en posant t = 2u)
-7 0

V@D

2r_ (2™n))?

1l est nécessaire donc que a, = —— =
4Ly, (2n)!

Les ay, sont bien des réels positifs, donc p,(x) = 0
Soit a € 10, 7], f”pn(t)dt = f_apn(t)dt ( par parité )

ort = cos?™ (%) est décroissante sur [a, n] donc 0 < anf cos? (=) dt < apmcos?™ (%) = w,
2 2

En utilisant [’équivalent de I,, et a, = — ~ ——\An =1n
2l 24T
Wn+1 Jr(n+1)

oy T COS (%) - CoS (%) < 1, par la regle de d’Alembert Y, w,, converge donc w, — 0.

On en déduit donc que lim f;r pn(t)dt = 0 et que p,, est une unité approchée de Cyy
n—-oo

Partie 2
Question 3 : fest continue sur [—T, ] qui est une partie compacte donc f'y est uniformément continue
d’apres le théoreme de Heine

Question 4 : sachant que — f pn(t)dt = 1 on peut écrire f(x) = f_nn f(x)pr(t)dt
Ainsi - x € B, (Fp) () — F) = 2 7 (FGx = ) = F(0)pu(0)de

On utilise alors la continuité uniforme de f

Ve>0, Hae]O,ﬁ[ tq si |(x—t)—x|=|t|<a alors |f(x—t)—f(x)|£

SR

1T
Dot gfalf(x—t)—f(x) pu(r)ar<Z

.17 1 T
Ensuite Eyf(x—t)—f(x)pn(t)dtSEZHf”w‘[pn(Z)dt ou ||f], = sup |f |

Or lim”pn(t)dtzo ,ANtgsin>N , ”pn(t dr<—2
i Jo-(0% <G,

Ainsi i;“f(x—t)—f(x) p,(1)dt SZ

. _ 17 £
Et pour les mémes raisons py J. |f(x—t)—f( )|p”( )dz‘ <Z

/2



Finalement : Vx € R, |(f*pn)(x) — f(x)]| < —f |(f(x —t) — f(x))|pn(t)dt <- + 2— =

Donc || f*p, f"oc <&, et la suite (f* n) converge uniformément vers f sur R

Partie 3 :
1 T

Question 5 : FO:DozeO:>co(FO):2—jdt=1

ﬂ*ﬂ'ﬂ'
D D, (t)dt =27 d 3 ”D
ememeJ. t=2r1 oncco n+127z;'|. e

/2

w1 e Disin(n+1/2)¢)  sin((n+1/2)1)
4 e =e =

D _ pint ikt _ ,int : — it i =
n (t) e kZ:(; 1_ e,[ e—lnt _2l Sln((l/z)t) Sln(t/Z)
1
F(f)= S 1/2)t
()= (n+1)sin(¢/2)% Zsm( (p1/2)e )

n n _ i(n+1)t
or Zsin((p +1/2)t) = Im(z ei(p+]/2)tj = Im(ei(’/z)Zei”’j =Im (ei(m) lle—”j

p=0 p=0 p=0 —e

. 2
n ~ r2) UG sin((n+1)t/2) ~ (sm((n+1)t/2))
ZSIH((p+1/2)t) - Im(e e sin(¢/2) - sin(7/2)

p=0

{ . (( +1)t/2) ’
| sin((n
Finalement : F, (t) - n"'l( Sin(t/2) J

Question6:0na(f*ep)(x)zziff(x—t)e"’”dt I —f (u ””‘"du (u=x-t)
T,

X+7T

1 X+ 1 +

_ I (x—u) _ i (x—u) ro.
(f*ep)(x) —EXLf(u)ep du —E_J;f(u)ep du  (car 27— périodoque )
Finalement : (f*ep)(x) :i I f(x)e"dte™ =c,(f)e,(x)
Par linéarité de I'intégrale on obtient : ( f*D,)(x)= i c,(f)e,(x)=S,()(x)
p=-n
1 n n

De plus : C =— S *D, D |=f*F

crtis: ()= 35, (=30 (S, |-

Question 7 : D’apreés la question 5, F, >0 et cO(Fn):1:>LJ.F (1)de=1

La fonction F, est paire donc 7J. F, (t)dr= IF;, (¢)ds

IA

La fonction t — sin’ (1/2) est croissante sur [a,;z] donc e (t/Z) sin’ (a/2)

1 1 1 1
@) ded 0<F, <
n en deduit que (1)< n+1sin’ (t/2) n+1sin2(a/2)
Donc 0<I dt_ ! 7% 49 quand n — ©

n+1sin’ (ar/2)

On a bien démontré que la suite (F ) est une unité approchée de C,_

n



Question 8 : Comme f est dans C,, et que (F,) est une unité approchée de C,_, d’apreés la question 4, on
en déduit que la suite ( f *Fn) converge uniformément vers f sur R. Or d’aprés la question 6,

f*F =C, (f) donc la suite (Cn (f)) converge uniformément vers f sur R.

Partie 4 :
Question 9 : Par linéarité du calcul intégral, c, (f + /’Lg) =c, (f) +Ac, (g)

donc u, ( f +/1g) =u, ( f )+/1/1n ( g). u, est bien linéaire a valeur dans le corps des complexes , donc

c’est une forme linéaire

Question 10 : Vf eC,_,

(D=5 £ (o=, () <5 ]| (i =0) 2, (0]
(xo—f)|<N (/)

w, (f HD (t)de=L,N, (1)

Cependant V't € [—

D’ou Vf eC,

Y

Cette inégalité prouve la continuité de p, et que |||,un||| <L
Question 11 : Ona :

(1) =52 [ £ (0=, ()t =3 | 1), (=) =3[ 1), (3,

Soit encore : p,(f.)= 2L J
>

On utilise l'astuce : a* > a* —¢ = (|a| + g)(|a|— 5) =

(& (1)

|g0(t)|+g

e l=e

Ainsi 2|g0(t)|—g:>/1n(fg)ziJ;|g0(t)|—gdt=%_[r|g0(t)|dt—e

Xo+7

Question 12 : On observe que _ﬁgo (z‘)|dt = ]5|Dn (x, —t)| dt = _[ |Dn (u)|du = ]£|Dn (t)|dt

Xo—7

L’inégalité de la question 11 donne u,(f,)>L,—¢ , deplusona Ve>0 , N (f,)<1
On obtient donc Ve >0 , L, —e<u, (f,)<L,, donc lin(},un(f”)anS|

My

Avec l'inégalité déja obtenue a la question 10, on aura L, =

Question 13 : la fonction t —> |Dn (t)| est paire donc

1 % fsin((n+1/2)z)
sin(7/2)

st 1/2
De plus sin(t/2)<t/2 , soit anzju
7

Hy

HD |d = dt car sin(t/2)20 sur [0,7[]

0

dt

On effectue le changement de variable u = (n +1/ Z)t
T |sin(n +1/2)t| e (””sz)” |sin u| N ’]? |sin u|
0 0
n-1 p+1 (p+1)7z' (p+1)7z

d :Z J' J. |sinu|du=2

p=0 pr p=0 pr pr

u u

0

|sm u| !




n—1 n
Finalement : L, > iz L = iz l
oo p+l m T

. 1
Question 14 : en utilisant la décroissance de la fonction t — — sur [1,+oo] , On montre que
t
n n P+l 4
Y>3 g:ln(nﬂ) d'ou L, >—In(n+1)
p=1 P r=l p ! T

Question 15 : On en déduit immédiatement avec la question 14 que lim||| ,un||| = 400
n—>0



