
Partie 1 : 
Question1 : On effectue une intégration par parties, on obtient 𝐼 = (𝑝 − 1)𝐼ିଶ − (𝑝 − 1)𝐼 

Soit 𝐼 =
ିଵ


𝐼ିଶ . On considère alors les indices pairs et impairs.  

On trouve 𝐼ଶ =
(ଶ)!

(ଶ!)మ

గ

ଶ
  𝑒𝑡  𝐼ଶାଵ =

(ଶ!)మ

(ଶାଵ)!
 

On calcule 𝐼ଶ𝐼ଶାଵ =
గ

ଶ(ଶାଵ)
∼

గ

ସ
 , de plus  𝐼ିଶ ≥ 𝐼ିଵ ≥ 𝐼 ⇒



ିଵ
≥

ூషభ

ூ
≥ 1 

Par le théorème des gendarmes 𝑙𝑖𝑚
→∞

ூషభ

ூ
= 1 ⇒ 𝐼 ∼ 𝐼ିଵ𝑑𝑜𝑛𝑐𝐼ଶ ∼ 𝐼ଶାଵ 

On peut donc affirmer que ൫𝐼ଶ൯
ଶ

∼
గ

ସ
⇒ 𝐼ଶ ∼

√గ

√ସ
 

Finalement : 𝐼 ∼ ට
గ

ଶ
 

Question 2 : on a immédiatement 𝜌(𝑥) = 𝑎 ቀ𝑐𝑜𝑠 ቀ
௫

ଶ
ቁቁ

ଶ

 

La condition 
ଵ

ଶగ
∫ 𝜌(𝑡)𝑑𝑡

గ

ିగ
= 1 ⇔



ଶగ
∫ 𝑐𝑜𝑠ଶ ቀ

௧

ଶ
ቁ 𝑑𝑡

గ

ିగ
= 1 

න 𝑐𝑜𝑠ଶ ൬
𝑡

2
൰ 𝑑𝑡

గ

ିగ

= 2 න 𝑐𝑜𝑠ଶ ൬
𝑡

2
൰ 𝑑𝑡

గ



(𝑝𝑎𝑟  𝑝𝑎𝑟𝑖𝑡é) = 4𝐼ଶ(𝑒𝑛 𝑝𝑜𝑠𝑎𝑛𝑡 𝑡 = 2𝑢) 

 

Il est nécessaire donc que    𝑎 =
ଶగ

ସூమ
=

(ଶ!)మ

(ଶ)!
 

 
Les 𝑎 sont bien des réels positifs, donc 𝜌(𝑥) ≥ 0 
Soit 𝛼 ∈ ]0, 𝜋[, ∫ 𝜌(𝑡)𝑑𝑡

గ

ఈ
= ∫ 𝜌(𝑡)𝑑𝑡

ିఈ

ିగ
  ( par parité ) 

or 𝑡 → 𝑐𝑜𝑠ଶ ቀ
௧

ଶ
ቁ est décroissante sur [𝛼, 𝜋] , donc 0 ≤ 𝑎 ∫ 𝑐𝑜𝑠ଶ ቀ

௧

ଶ
ቁ 𝑑𝑡

గ

ఈ
≤ 𝑎𝜋 𝑐𝑜𝑠ଶ ቀ

ఈ

ଶ
ቁ = 𝜔 

En utilisant l’équivalent de 𝐼ଶ et  𝑎 =
గ

ଶூమ
∼

గ

ଶ√గ
√4𝑛 = √𝜋𝑛 

ఠశభ

ధ
∼

ඥగ(ାଵ)

√గ
𝑐𝑜𝑠 ቀ

ఈ

ଶ
ቁ → 𝑐𝑜𝑠 ቀ

ఈ

ଶ
ቁ < 1 , par la règle de d’Alembert ∑ 𝜔 converge donc 𝜔 → 0. 

On en déduit donc que 𝑙𝑖𝑚
→∞

∫ 𝜌(𝑡)𝑑𝑡
గ

ఈ
= 0 et que 𝜌 est une unité approchée de 𝐶ଶగ 

 
Partie 2 
Question 3 :  f est continue sur [−𝜋, 𝜋] qui est une partie compacte donc f y est uniformément continue 
d’après le théorème de Heine 

Question 4 :  sachant que 
ଵ

ଶగ
∫ 𝜌(𝑡)𝑑𝑡

గ

ିగ
= 1 on peut écrire 𝑓(𝑥) =

ଵ

ଶగ
∫ 𝑓(𝑥)𝜌(𝑡)𝑑𝑡

గ

ିగ
 

Ainsi : ∀𝑥 ∈ ℝ, (𝑓*𝜌)(𝑥) − 𝑓(𝑥) =
ଵ

ଶగ
∫ ൫𝑓(𝑥 − 𝑡) − 𝑓(𝑥)൯𝜌(𝑡)𝑑𝑡

గ

ିగ
 

On utilise alors la continuité uniforme de f  

       0 , 0,
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Or    lim d 0 , , d
4n nn

t t N tq si n N t t
f

 

 

 




      

Ainsi      1
d

2 4nf x t f x t t







     

Et pour les mêmes raisons      1
d

2 4nf x t f x t t











    



Finalement : ∀𝑥 ∈ ℝ, |(𝑓*𝜌)(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤
ଵ

ଶగ
∫ ห൫𝑓(𝑥 − 𝑡) − 𝑓(𝑥)൯ห𝜌(𝑡)𝑑𝑡

గ

ିగ
≤

ఌ

ଶ
+ 2

ఌ

ସ
= 𝜀 

Donc  * nf f 


  , et la suite  * nf   converge uniformément vers f sur ℝ 

 
Partie 3 : 

Question 5 :   0 0 0 0 0

1
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2
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Finalement :     
 

2
sin 1 / 21

1 sin / 2n

n t
F t
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Question 6 : On a         1 1
* d d ( )

2 2

x
ip x uipt

p

x

f e x f x t e t f u e u u x t
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Finalement :         1
* d

2
ipt ipx

p p pf e x f x e te c f e x


 

   

Par linéarité de l’intégrale on obtient :          *
n

n p p n
p n

f D x c f e x S f x


   

De plus :    
0 0 0

1 1 1
* * *

1 1 1

n n n

n p p p n
p p p

C f S f f D f D f F
n n n  

 
       

    

Question 7 :  D’après la question 5, 0nF     et    0

1
1 d 1

2n nc F F t t


 

    

La fonction nF  est paire donc    d dn nF t t F t t
 

 





   

La fonction  2sin / 2t t  est croissante sur  ,   donc  
   2 2

1 1

sin / 2 sin / 2t 
  

On en déduit que      2 2

1 1 1 1
0

1 sin / 2 1 sin / 2nF t
n t n 

  
 

 

Donc    2

1
0 d 0

1 sin / 2nF t t quand n
n





 



   
  

On a bien démontré que la suite  nF  est une unité approchée de 2C   



Question 8 : Comme f est dans 2C   et que  nF  est une unité approchée de 2C  , d’après la question 4, on 

en déduit que la suite  * nf F  converge uniformément vers f sur ℝ. Or d’après la question 6, 

 * n nf F C f , donc la suite   nC f  converge uniformément vers f sur ℝ. 

 
Partie 4 : 
Question 9 : Par linéarité du calcul intégral,      n n nc f g c f c g     

 donc      n n nf g f g      . n  est bien linéaire à valeur dans le corps des complexes , donc 

c’est une forme linéaire 

Question 10 :          2 0 0

1 1
, d d

2 2n n nf C f f x t D t t f x t D t t
 


 


  

        

Cependant      0, ,t f x t N f        

D’où        2

1
, d

2n n nf C f N f D t t L N f






  



     

Cette inégalité prouve la continuité de n n net que L    

Question 11 : On a :  
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d d d

2 2 2

x
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x

f f x t D t t f u D x u u f t D x t t
 

   
  


  



  

         

Soit encore :     
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On utilise l’astuce :   
2

2 2 a
a a a a a

a
   


       


 

Ainsi : 
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0
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1 1
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2 2n

g t
g t f g t t g t t

g t

 


 

   
   

      
    

Question 12 : On observe que        
0

0

0 0d d d d
x

n n n

x

g t t D x t t D u u D t t
  

   



   

        

L’inégalité de la question 11 donne  n nf L    , de plus on a  0 , 1N f     

On obtient donc  0 , n n nL f L       , donc  
0

lim n n nf L
 


   

Avec l’inégalité déjà obtenue à la question 10, on aura n nL   

Question 13 : la fonction  nt D t  est paire donc  
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De plus    
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On effectue le changement de variable  1/ 2u n t   

   1/ 2

0 0 0

sin 1/ 2 sin sin
d d d

n nn t u u
t u u

t u u

 
     

Ensuite : 
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0 00
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      or  
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Finalement : 
1

2 2
0 1

4 1 4 1

1

n n

n
p p

L
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Question 14 : en utilisant la décroissance de la fonction  1
1,t sur

t
   , on montre que 

 
1

1 1

1 d
ln 1

pn n

p p p

t
n

p t



 

       d’où  2

4
ln 1nL n


   

Question 15 :  On en déduit immédiatement avec la question 14 que lim nn



   

 


