
Exercice n°1 : 

On pose 𝑤௡ = 𝑢௡ − 𝑢௡ିଵ =
ଵ

௡
+ 𝑙𝑛 ቀ

௡ିଵ

௡
ቁ =

ଵ

௡
+ 𝑙𝑛 ቀ1 −

ଵ

௡
ቁ = −

ଵ

ଶ௡మ + 𝑜 ቀ
ଵ

௡మቁ 

Ainsi |𝑤௡|~
ଵ

ଶ௡మ comme 2 > 1 𝑙𝑒 𝑐𝑟𝑖𝑡è𝑟𝑒 𝑑ᇱé𝑞𝑢𝑖𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑐𝑒𝑠𝑢𝑟 𝑙𝑒𝑠 𝑠𝑒é𝑟𝑖𝑒𝑠 à 𝑡𝑒𝑟𝑚𝑒𝑠 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑓𝑠 assure la 

convergence absolue donc la convergence de la série ∑ 𝑤௡ et donc la convergence de la suite (𝑢௡).  

Ainsi ∑
ଵ

௣

௡
௣ୀଵ = 𝑙𝑛(𝑛) + 𝛾 + 𝑜(1) 

On a ensuite 𝑣௡~
ଵ

ଶ௡య donc la série ∑ 𝑣௡ est convergente par les mêmes critères que pour la question 

précédente. Pour tout entier 𝑛 ≥ 1, on pose 𝑆௡ = ∑ 𝑣௣
௡
௣ୀଵ  

On a par décomposition en éléments simples 𝑣௣ =
ଵ

௣
+

ଵ

௣ାଵ
−

ସ

ଶ௣ାଵ
 

Donc 𝑆௡ = ∑
ଵ

௣
௡
௣ୀଵ + ∑

ଵ

௣ାଵ
௡
௣ୀଵ − 4 ∑
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௡
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௣
௡
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− 4 ቂ∑
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௣
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௣ୀଵ − ∑
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௡
௣ୀଵ − 1 +
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En utilisant la première question 𝑆௡ = 2𝑙𝑛𝑛 + 2𝛾 − 1 − 4 ቂ𝑙𝑛2𝑛 + 𝛾 −
ଵ

ଶ
𝑙𝑛𝑛 −

ଵ

ଶ
𝛾 − 1ቃ + 𝑜(1) 

Donc 𝑆௡ = 3 + 4𝑙𝑛 ቀ
௡

ଶ௡
ቁ + 𝑜(1) = 3 − 4𝑙𝑛2 + 𝑜(1) 

Finalement la somme de la série demandée est 3 − 4𝑙𝑛2 

Exercice n°2 : 

Si on a 𝑢௡ = 𝑜(1)  𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 2௡𝑢௡ = 𝑜(2௡)  𝑜𝑟 ∑ 2௡ est divergente, d’après les relations de négligeabilité 
sur les séries divergentes, ∑ 2௞𝑢௞

௡
௞ୀ଴ = 𝑜(∑ 2௞௡

௞ୀ଴ ) = 𝑜(2௡) ⟹ 𝑣௡ = 𝑜(1) 

On pose 𝑣௡ = ∑
௨ೖ

ଶ೙షೖ
௡
௞ୀ଴ = ∑

௨ೖ

ଶ೛௣ା௞ୀ௡  c’est le terme général du produit de Cauchy des séries 

∑ 𝑢௡  𝑒𝑡 ∑ ቀ
ଵ

ଶ
ቁ

௡

 qui convergent toutes les deux absolument, donc ∑ 𝑣௡ CVA 

De plus ∑ 𝑣௡
ାஶ
௡ୀ଴ = ∑ ቀ

ଵ

ଶ
ቁ

௡
ାஶ
௡ୀ଴ ∑ 𝑢௡

ାஶ
௡ୀ଴ = 2 ∑ 𝑢௡

ାஶ
௡ୀ଴  

 

 

 


