Question I :
+00 xn

L, (x) = Z—a donc L, est la somme d’une série entiéere, déterminons son rayon de convergence
n=l1

a

n E b b b r . r . .\
=————1. D’apres la régle de d’Alembert spécifique aux séries entieres le

(n+1)

a

n+l

a

n
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Soit a,=— =
n

1 , L. .y .
rayon de convergence est R = 1~ 1. La somme d’une série entiere est de classe C” sur son disque ouvert

de convergence . Donc L, est de classe C* sur ]—1,1[.

Question 2 :
L,(x)+L,(-x)= Z—+ z +Zoc(1+(—1)n)x—:, la convergence absolue de
n=1 1 n=1 n=l1 n

z (1 + (—l)n )x_a implique la sommabilité de la famille, d’apres le théoréme de sommation par paquets je
n

peux séparer les termes pairs et impairs

+00 +00 2)?
L, (x)+L,(~x)= Zsza = 2”2@ =2y (xz)

p=l1 (2p) p=1 p

Question 3 .
+00 n-1 +oo .n-l1 +oo -1 o0 N

L, estdeclasse C' sur |-11[ et L', (x)=>.n al —=> XH =xL', = xzx — = Zx—a =L, (x)
n=1 n n=l1 n n=l1 n n=l1 n

Question 4 :

Si =0, Lo(x):nzzllx" :ﬁ

Sia=-1, L, an —xan il

n=l1 (1 X)2

Sia= Z—:—ln (1-x)

n=l1 n
Question 5 :
400 n N n N
aSl,pourtoutxe[O,l[, La(x)z x—az x—a:S ( ) Or llmS Z

n=l1 n=l n=1 1

Sur [0 1[ L' (x) >0, donc L, est croissante sur [O 1[, cette fonction admet donc une limite { en I qui

1
sera éventuellement infinie. Alors (> Z—, comme Z— est divergente car a <1, on aura

n=1

lim L, (x)=+o0

x—1

Question 6 :

a >1, nous sommes assuré de la continuité de L, sur ]-1,1[.

xn

Posons u, (x)=~—, u, est continue sur [—1,1]

a

1 1
<—. Comme a >1, Z— est convergente,
n“ n“

L]
n
donc Zun CVN donc CVU sur [~1,1]. Le théoréme de continuité assure que L, est continue sur [—1,1]



Question 7 :
D’apres la question 3 : xL',(x) =L (x)=1limL", (x)= liml(—ln(l —x))=+o0

x—l -l x

Question 8 :
a-1
Qiu-— est continue sur ]0,+oo[
1
Au voisinage de 0, " —1=u+ o(u) alors ¢(u)DO u’ = —, 2—a <1 donc ¢ est intégrable sur ]0,1]

De plus lim uzgo(u) =0= (o(u) = O(sz or ut> Lz est intégrable sur [1,+oo[ donc ¢ l’est aussi
u—>+0 u u

Finalement ¢ est intégrable sur ]0,+oo[.

Question 9 :
+00 a-1
Pour tout réel x <1, on pose K, (x) = J - du .
e —x
0

a-1

L u
On considere y : (x,u) —
e’ —

sur |—o0,1]x]0,+o0

Yue ]0, +oo[: X 7(x,u) est continue sur ]—oo,l]

Vx € |-o0,1]: ut> y(x,u) est continue sur 0,+o0]

V(x,u) € ]—oo,l]x]0,+oo[, 7(x,u)| < L: 1 :(o(u), or @ estintégrable sur ]0,+oo[. Donc d’apres le
e —

théoreme de continuité sous le signe intégral K, est définie et continue sur ]—oo, 1] .

Question 10 :

On suppose maintenant que o > 2.

Vu €0,+00[ : x> ¥ (x,u) est de classe C'sur |-o0,1] et Z—y(x,u) =
v

Vx e ]—oo, 1] U g—y(x,u) est continue sur ]0,+oo[
X
ua—l
(e-1)

¢(u)D u> = usla , 3—a <1 donc ¢ estintégrable sur ]0,1]. De plus ¢(u) = O(Lj or u> izest

2
0 u u

V (x,u) € J-o0,1]x]0,+o0[ ,

}/(x,u)| < = ¢(u) Au voisinage de 0, (e” —1)2 =u’+ o(uz)alors

intéegrable sur [1,+oo[ donc ¢ l'est aussi. Finalement ¢ est intégrable sur ]0, +oo[. Donc d’apres le

théoréme de dérivation sous le signe intégral K, est classe C'sur ]—oo, 1] .

Question 11 :

On suppose maintenant que o > 1.
Les hypotheses de la question 10 restent verifiées, cependant la dominante ¢ n’est pas intégrable sur

]0, +oo[. On se place donc sur toute partie compacte [a,b] c ]—oo, 1[



a-1

y (x,u)| < (uu—b)2 = ﬂ(u) . B est prolongeable par continuité en 0 donc
e —

intégrable sur ]O,I]et négligeable devant u +— Lz donc intégrable sur [1, +oo[ . Finalement [ est
u

V(x,u)e K x]0,+o0],

intéegrable sur ]0, +oo[ . Donc d’apres le théoréme de dérivation sous le signe intégral K, est classe

C'sur toute partie compacte de |~o0,1[ donc sur]-oo,1[ .

Question 12.

o . o . 1 C
t>t“"e”" est continue sur]0,+oo[, équivalente en 0 a t\— ——— qui est intégrable sur ]0,1] car l—a <1
t

1
et négligeable a I'infini devant t — —- qui est intégrable sur [1, +oo[ .
t

t

+o0
Donc t+>t“"'e”" est intégrable sur ]0,+oo[ et G, = J.t‘He’dt est convergente
0

t>t""e™" est positive sur ]0, +oo[ donc G, =0

Si G, =0=>Vte]0,+0[, 1“"e" =0 ce qui est impossible. Finalement G, >0

a-1 +00

Question 13 .
+o —u, a-1
Calculons xK, (x) = J. M Gy = J‘xe—u

0

u

e —X

—u

du, or xe[—l,l] et u >O:>‘xe’”‘§e’” <1
—xe

0
On pose alors g, (u) =u“"'x e ™, Yu>0et Vkel”

k
g, est continue sur ]0,+oo[, intégrable sur ]0,+oo[ ( toujours car équivalente en 0 a u +—

qui est

l-a

1
intégrable sur ]0,1] car 1—-a <1 et négligeable a l'infini devant u \— —- qui est intégrable sur [1,+oo[ )
u

—u, a-l —u_ -l
xe "u . xe . .
> g (x)==———, donc la série ) g, CVSvers u> ——— qui est continue sur ]0,+o]
= 1—xe 1—xe

+o0

+00 a-l1
N, (gk)z |x|k I u*'e™du, on poset=ku et N, (gk) = |x|k I (éj e’%
0

0

1T i, bl
N, (gk) = |x| Izl !t ledt=G, yT3 or zk_“ est convergente vers L, (|x|)
D’apres le théoréme d’intégration termes a termes xK, (x)= +zw fgk (u)du=G,L,(x)
k=1 ¢

Remarque :

u®! x
——du = G—Ka (x), et on admettra que
-X

On posera alors pour tout x € ]—oo,l], L,(x)= Gi J
a 0 €

a

I’application L, ainsi définie et continue sur ]—oo,l] et de classe C' sur]—oo,l[. Ceci est assez évident

car au vue de 1’égalité démontrée a la question 13. et les propriété de la fonction K,

Question 14.
B X ()(—lnt)af1 dr)  x 1(—1nf)(H
onpe =i, (=g LG T



Question 135.

1 -1)' 1
Z_z CVA = (g] et (—J sont sommables. On utilise alors le théoréme de sommation par paquets
n n n

en séparant dans les sommes les termes pairs et impairs, ainsi

n=1 n2 p=1 (2p)2 p=0 (2p+ 1)2 n=1 N p=1 (2p)2 p=0 (2p +1)2

Question 16.
In (1 - x) ln_x

La fonction est C' sur 10,1] et ®'(x)=L",(x)-L", (1—x)+——1
x —x

Or L', (x)= L )(cx) _—hn (;—x) et L',(1-x)= %()C)C) = ®'(x)=0 donc la fonction est constante

D’apres la question 6 la fonction L, est continue en I eten 0 et lnxln(l - x)%—xlnx -0

2

lim () = £, (0)+ L, ()= L, () = = ainsi wxe Jo1] d)(x):%z

x—0

Question 17.
2 2 2 2
On prend le: @(lj=2Lz (l}r(ln(ln =H—3L2 (lj:ﬂ-__(mZ)
2 2 2 2 6 2) 12 2
Question 18.
Une étude de la décroissance de la fonction xHLl prouve que si xe[—l,%} alors Lle[—l,%}
_ x—
On peut donc bien définir Vx e [—1,%} A(x)=L,(x)+L, (Lljwté(ln(l—x))z
x—
A est continue sur [—1,%} et de classe C' sur }—1,%{ ( question I et 6)
vxe:l_l’lli’ A'(X):L'z(x)— 1 lez( X j_ln(l—X)
2 (x—l) x—1 1-x
_m(l_XJ
OrL'z( ):Ll(x): 11'1(1 'x) etL'Q( X ): X—
X x x—1 X
x—1
I . G T
Vxe |-1,— ,A'(x): - - _
2L x (x-1) x 1-x
x—1
-1
11 ~In(1-x) m(x_lj In(1-x) 1 1 1
vre |11, A'(x) = ; _ —In(1-x)| 2+ L
1 2L X x(x—l) 1-x X x(x—l) x—1

. 1 . 1
Cette fonction A est donc constante sur }—1,5{ est continue sur {—1,5}



Finalement Vx e {—1,%}, A(x)=A(0)=0=Vxe [—1,%} Ly(x)+L, (Lj = —%(111(1—36))2

x—
Question 19.

+o 2
D’apreés la question 13. K, (1) = I uu 1du =G,L, (1) =L, (1) = %

0 € —

(je rappelle que Vnell , G, =n'=G,=1)

uestion 20.

1 1
Vx <0, Lz(x):_Gijln(S)wz—xjinﬂds on pose alors s=£
% — XS x

Soit £ € [x,0] jln(ijdt{(—1n(1—t))ln(£ﬂg+j.ln(lt)dt or limln(ijln(l—g)—o
e x )

X t &0 X

X

Question 21.
ln(l—t)
t—1

dt = {%(ln(l—t))z}i — L (1)

Question 22.
In(1-1)

~ t(1-1)

3
0, ainsi elle est intégrable sur [—1,0[, de plus (—1)5 O'(t)—>0 donc elle est négligeable devant t —

. (o

est continue sur ]—oo, 0[, elle est équivalente 1 en 0 donc prolongeable par continuité en

donc intégrable sur |-oo,—1]

_ ¢ In(1-1)
Finalement A= J. t(t—dt est convergente

1)

Question 23.
xli)rg)g(x) =-ow et L, (x)—g(x) = —! 1?((11__13) dt - Aell
Ainsi L, (x)—g(x) = o(g(x)) =N (x) [ g(x)

En conclusion L, (x)[]—-



