Correction du DS n°9 :
Exercice n°1 :

1. Décrivons ['événement (X =Y) = Upen(X = n,Y = n), cette réunion est disjointe donc par
o—additivitt ona P(X =Y) = Y,enP(X =n,Y = n) or les VAD sont indépendantes donc
P(X=nY=n)=P(X=n)P(Y=n)

+o0 2n
Finalement P(X:Y):iZ(l) :%%:%%:

1
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9
2. Ona (X <Y)=Unpen(X =n,Y > n) (réunion disjointe et indépendance de X et T ) donc
PX<Y) =Y, PX =n)P(Y >n)

& 2& (1) 213 1
Or P(Y = P(Y=Fk)=— —
r ( >n) k=zn+1 ( ) 3k;1(3j 3 3n+1 2 3n+1
2&(1Y (1" 2& 1 29 1
P(x<1)==|2][2] =2y =222
( - ) 3;(3) (3) 959" 98 4
3. SvérifieS(Q) =N et Vn €N, (S =n) =Ujoo(X =k, Y =n—k) (réunion disjointe )
P(S = n) = iP(X :k)P(Y= n—k) ( car X et Y sont indépendantes )
k=0

o35 i

k=0

Exercice n°2 :

x

1. Onpose f, :x>e " , sachant que les (&) ke1,n] SOnt indépendantes on peut affirmer que les

(fk (sk))kE[{l,n}] le sont aussi.

o, (0)-£(e)-£[[1% |1 ¥

it

5k
Orvk € [1,n],E (eltzk) Yxef— 11}6’ 2 P(sk =x) = —e 2" + 162k = cos (Ztk)

Finalement @, (1)= ﬁ cos (ZL"J
k=1

2. Effectuons un raisonnement par récurrence sur l’entier n
. . [t . [t t 1.
Si n=1, sin| — |®, (t)=sin| = |cos| = |=—sin¢
2 ! 2 2) 2

On suppose que sin (;—n) @, (1)= 21—"sint

. t AR t t o\ t
sin| — |® =sin cos — |cos cos| —
(2}'#1 j X,,+1 (2n+l jH ( j ( (2n+1 ) (2n+l )]/;1 (2/{ )j
1 . t O\ t 11 . sint
=—sin| — cos| — |=——sint =
2 (ang (zkj 2 2n 2n+1

Finalement ¥t € R,¥n € N, sin (zi") Dy (t) = Zinsin t




3. On consideére le cas ou t #+ 0, Dy (t) = L(t)t ~ 22Lcarsin (i) ~—=
2n sm( ) n-+ow

Sit=0, ®, (0)=1 - 1

n—>+00

sin¢
t=—— sit#0
On peut donc affirmer que (d)Xn ) CVS vers H sur R telle que H : t o

01

( on peut observer que H est continue sur R )

4. On procéde a nouveau par récurrence sur n

Sin:I,XI:% et—Xlz—%le(Q) {_%’l} -X,(Q)

(- 2)-pta=n=0-pte=-)-#{- -

Donc (X,,—X,) suivent la méme loi
On suppose que (X -X, ) suivent la méme loi

&

& & & . . .
X, =X, +2L et —X,, =—X, -2 or| = ——=L | suivent la méme loi
2Vl+1 n+ n 2n+1 2n+1 2n+1

1l reste donc a justifier que si 2 VAD indépendantes suivent respectivement la méme loi alors
leur addition aussi

( je propose de le prouver ainsi )

Ona S=X+Y et S'=X'+Y"' avec S(Q):S'(Q)
Vs e S(Q), B = ((x,y) € X(Q)x Y(Q),s = x+y) qui partitionne ['univers image de S

P(S=s)= > P(X x,Y=y)= > P(X=x)P(Y=y) (indépendance)

(x.y)eB (x.»)eB,
> P(X'=x)P(Y'=y)=P(S'=5s)
xy)eB

On donc ainsi affirmer que S et S’ suivent la méme loi

Si on applique ce résultat a (X,,,,—X,.,) la démonstration sera terminée

Finalement ¥Vn € N, (X,,, —X,,) suivent la méme loi

5. Par linéarité de I'espérance @ (t)= E(cos(tXn ))+iE(sin(tX" ))
Or (X,,—X,) suivent la méme loi donc E(sin(tXn)) = E(sin(-1X,)) = —E(sin(tXn))

Ainsi @, (1)=E(cos(tX,)) =g, (1)

On peut affirmer que (goX” ) CVS vers H sur R



Probléme :
1. La fonction g est C* sur |-L1[ et g'(x)=f."(x)—f."(-x), g, "(x)=1,"(x)+ f,"(-x)
(1-x")g,"(x)-2(s+2)xg, ' (x)-2(s+1) g, (x) = (1-x") £, "(x) =2 (s + 2) o, "(x) =2(s+1) £, (x)
(1= (=) ) £ (=) =2(5+2) (=) £ "(=x) =2(s+1) £, (=) =0

g, est bien solution de (E,)

2. Ona g (0)=/.(0)+/(0)=0 er g,'(0)=1.'(0)~£,'(0) =0
(E.)

Ainsi g_ est bien solution de ' qui est un probleme de Cauchy admettant
»(0)=»'(0)

également x+> 0 comme solution, en vertu de |’unicité de la solution Vx e ]—1,1[, g, (x) =0

Finalement f, est impaire

a-1

3. Onpose y,(x)= (1 -x’ )a s v, '(x)= —2ax(1—x2)
v, "(0)=-2a(1-2*)" +4a(a-1)x (1-2*)"

. solution de ( <:>(1 x) (Za 2(s+1)+ (4a2+2a+(4a+2)(s+1))x2)20

20— 2 s+1
., Solution de <:> Sa= —(s +1)
(4a+2)( s+1+a) 0

4. Onposeu ( 2)%1 ) S(X Y ( )

£'(x)= s( )ya( )+ S(X) ( ) L) =, (%) v () + 20, () v, () +u, (%) 3, " (%)
Sachant que f, et y, sont solutions de ( ) on obtient en remplagant dans ( S) l’équation
suivante : (l—x) ((l—x )u "(x)+ 2sxu, '(x ))

On peut donc affirmer que u_' est solution de (F): (1 —xz)y'(x) +2sxy(x)=0

2sx

5. Ona I dx=-s ln(l —xz), donc les solutions de (F) sont x> K(l -x° )S

1-x*

Or us'(0):1:>us'(x):(l—x2)3, Sachant que u (0)=0=>u (x)=

(1-2) dr

6. Onpose Vexe|-RR[, y(x)= +Z.Ocnxz"”, y est C* sur |-R,R[ (on choisira R<1)

o'—.x

n=0
y'(x)= §(2n +1)c,x™" et y"(x)= iw 2n(2n+1)c,x*""
n=0 n=l1

y est solution de ( ) si et seulement si



+00

i2n(2n +1)e, x> - iZn(Zn +1)e,x =2(s+2) D (2n+1) e, x*"" =2(s + l)iolcnxz"+1 =0

n=1 n=1 n=0 n=0

iZ(n +1)(2n+3)c,, x™"" —+zw2n(2n +1)c,x" =2(s+2) §(2n +1)c,x"" =2(s+1) Jrz.ocnxb”1 =0
n=0 n=0 n=0 n=0
§[2(n+1)(2n+3)cn+1 —(2(271+1)(n+s+2)+2(S+1))cn]x2”” =0

n=0

En vertu de l'unicité du D.S.E on obtient y est solution de (E,) si et seulement si

Vn>0, 2(n+1)(2n+3)c,,, =(2(2n+1)(n+s+2)+2(s+1))c,
Vn20, (n+1)(2n+3)c,,, =((2n+2)s+(2n+1)(n+2)+1)c,
Vn20, (n+1)(2n+3)c,,, =((2n+2)s+(n+1)(2n+3))c,

Vn=0, c, = zsan;?)cn
n+

n+l

n+1::

( on retrouve [’expression demandée avec a=2,b=2s+3 et d=3)
7. Pour que (ES) admette une solution polynomiale impaire non nulle il faut qu’a partir d’un

certain rang n on ait ¢

n+l

=0 soit 2s+2n+3=0<:>s:—n—%

2n+1

w,m| _ 23+2n+3x2 P
2n+3

Si |x| <1 alors z w, converge absolument donc R >1

N

8. Onposepour x#0, w, =c,x

w,

n

Comme R <1, le rayon de convergence de la série entiere chx2”+l est 1
n ‘ n
9. Onac, = 2s+2n+10n_1 __zn l_[(2s+2k+1)c0
2n+1 (2n+1)! il

Vexel-L1[, y(x):f:cnxz"+1 est solution de (E,) avec y(0)=0 et y'(0)=c,

n=0

Si on impose c, =1 alors y est solution du méme probléme de Cauchy que f,

Ce qui prouve que f, est développable en série entiere et que

+00 2"!”! n

V —11 = [ — 2 2k 1 2n+l1
xe ML £ ) x+;(2n+1)!g( s+ 2k-+1)x
) T 1 . 3
10. On voit que J—3dt=us(x) ous=—p—=
"(1-17)"2 2

Nous sommes dans la situation de la question 7 ou (Eg) admet une solution polynomiale que

I’on pourra noter f,(x)= o, (x) alors

”S(x):(l_xz)mfs(X)Z—Qp(x)1 car —s—1:p+l
(l—xz)p+5 2
! 9, (%)

Finalement J T de = -
eyt ()



11. Dans le cas ot p=0,I ! dt = 0 () ou Qy(x)=1f,(x)=x
0

Doncj; ! Tdt = il -
IS
Dans le cas ou p 1,](. ! édt: Ql(x)3 ol Ql(x):fs(x):x_§x3
0(1—t2)2 (1_x2)2 2
x x—=x
DoncJ. ~dr = 3 3
0

(1-2 ) (1-7)2

Exercice n°3 :

o tM
Pour tout t €]0,1], etlnt = ;{zoﬂ

n!

t"int

On pose donc ¥Yn = 0,Vt € 10,1], f,(t) =

Les fonctions f, sont continues par morceaux sur 10,1], |f,(t)| = o (\/_) donc f,, € L*(]0,1])

La série de terme général f,, converge simplement vers t — etlnt qui est continue sur ]0,1]

On pose N1 (fy,) = follfn(t)ldt = —ﬁfol t"intdt =

- ( apres une IPP )

(n+1)2
Ona) Ni(fy) convergente d ’aprés le théoreme d ’intégration termes a termes (ITT) t — etlnt est

intégrable et [, et dt = Y4% [ fu(t)dt = — T3 =—yto L1 ___yieo 1

(n+1)2 n! 0n+1 (n+1)! n(n)!




