
Correction du DS n°9 : 

Exercice n°1 : 

1. Décrivons l’événement (𝑋 = 𝑌) = ⋃ (𝑋 = 𝑛, 𝑌 = 𝑛)௡∈ℕ , cette réunion est disjointe donc par 
  additivité on a  𝑃(𝑋 = 𝑌) = ∑ 𝑃(𝑋 = 𝑛, 𝑌 = 𝑛)௡∈ℕ  or les VAD sont indépendantes donc 
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2. On a  (𝑋 < 𝑌) = ⋃ (𝑋 = 𝑛, 𝑌 > 𝑛)௡∈ℕ  ( réunion disjointe et indépendance de X et T  ) donc 
𝑃(𝑋 < 𝑌) = ∑ 𝑃(𝑋 = 𝑛)𝑃(𝑌 > 𝑛)௡∈ℕ  
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3. S vérifie 𝑆(Ω) = ℕ  𝑒𝑡  ∀𝑛 ∈ ℕ, (𝑆 = 𝑛) = ⋃ (𝑋 = 𝑘, 𝑌 = 𝑛 − 𝑘)௡
௞ୀ଴   ( réunion disjointe ) 
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Exercice n°2 : 

1. On pose 2:
k

x
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kf x e , sachant que les (𝜀௞)௞∈⟦ଵ,௡⟧ sont indépendantes on peut affirmer que les 
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 le sont aussi. 
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2. Effectuons un raisonnement par récurrence sur l’entier n 
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Finalement ∀𝑡 ∈ ℝ, ∀𝑛 ∈ ℕ*, 𝑠𝑖𝑛 ቀ
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On peut donc affirmer que  
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( on peut observer que H est continue sur ℝ ) 

4. On procède à nouveau par récurrence sur n 
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Donc  1 1,X X  suivent la même loi 

On suppose que  ,n nX X  suivent la même loi 
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 suivent la même loi  

Il reste donc à justifier que si 2 VAD indépendantes suivent respectivement la même loi alors 
leur addition aussi 

( je propose de le prouver ainsi ) 

On a    ' ' ' 'S X Y et S X Y avec S S        

        , , ,ss S B x y X Y s x y           qui partitionne l’univers image de S 
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On donc ainsi affirmer que S et S’ suivent la même loi 

Si on applique ce résultat à  1 1,n nX X   la démonstration sera terminée 

Finalement ∀𝑛 ∈ ℕ*, (𝑋௡, −𝑋௡) suivent la même loi 

5. Par linéarité de l’espérance        cos sin
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Or  ,n nX X  suivent la même loi donc         sin sin sinn n nE tX E tX E tX     
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On peut affirmer que  
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Problème : 

1. La fonction sg  est  2 1,1C sur   et            ' ' ' , '' '' ''s s s s s sg x f x f x g x f x f x       
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sg  est bien solution de  sE  

2. On a            0 0 0 0 ' 0 ' 0 ' 0 0s s s s s sg f f et g f f       
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 qui est un problème de Cauchy admettant 

également 0x  comme solution, en vertu de l’unicité de la solution    1,1 , 0sx g x      

Finalement sf  est impaire 
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4. On pose            121
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Sachant que sf et y  sont solutions de  sE  on obtient en remplaçant dans  sE  l’équation 
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On peut donc affirmer que 'su  est solution de        2: 1 ' 2 0F x y x sxy x    

5. On a  2
2

2
d ln 1

1

sx
x s x

x
  

 , donc les solutions de    21
s

F sont x K x  

            Or      2' 0 1 ' 1
s

s su u x x    . Sachant que      2

0

0 0 1 d
x

s

s su u x t t     

6. On pose      2 1 2

0

, , , ,n
n

n

x R R y x c x y est C sur R R






       ( on choisira  1R   ) 

       2 2 1

0 1

' 2 1 '' 2 2 1n n
n n

n n

y x n c x et y x n n c x
 



 

      

y est solution de  sE  si et seulement si  
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En vertu de l'unicité du D.S.E  on obtient y est solution de  sE  si et seulement si 
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( on retrouve l’expression demandée avec 2, 2 3 3a b s et d     ) 

7. Pour que  sE  admette une solution polynomiale impaire non nulle il faut qu’à partir d’un 

certain rang n on ait 1 0nc    soit 
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Si 1x   alors nw  converge absolument donc 1R   

Comme 1R  , le rayon de convergence de la série entière 2 1n
nc x   est 1 
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     est solution de       00 0 ' 0sE avec y et y c   

Si on impose 0 1c   alors y est solution du même problème de Cauchy que sf  

Ce qui prouve que sf  est développable en série entière et que 
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Nous sommes dans la situation de la question 7 où  sE  admet une solution polynomiale que 

l’on pourra noter    s pf x Q x  alors 
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11. Dans le cas où 0p  , 
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Donc 
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Dans le cas où 1p  , 
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Exercice n°3 : 

Pour tout 𝑡 ∈ ]0,1], 𝑒௧𝑙𝑛𝑡 = ∑
௧೙௟௡௧

௡!

ାஶ
௡ୀ଴  

On pose donc ∀𝑛 ≥ 0, ∀𝑡 ∈ ]0,1], 𝑓௡(𝑡) =
௧೙௟௡௧

௡!
 

Les fonctions 𝑓௡ sont continues par morceaux sur ]0,1], |𝑓௡(𝑡)| = 𝑜 ቀ
ଵ

√௧
ቁ , 𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑓௡ ∈ 𝐿ଵ(]0,1]) 

La série de terme général 𝑓௡ converge simplement vers 𝑡 ↦ 𝑒௧𝑙𝑛𝑡 qui est continue sur ]0,1] 

On pose 𝑁ଵ(𝑓௡) = ∫ |𝑓௡(𝑡)|𝑑𝑡
ଵ

଴
= −

ଵ

௡!
∫ 𝑡௡𝑙𝑛𝑡

ଵ

଴
𝑑𝑡 =

ଵ

(௡ାଵ)మ

ଵ

௡!
  ( après une IPP ) 

On a ∑ 𝑁ଵ(𝑓௡) convergente, d’après le théorème d’intégration termes à termes ( ITT ) 𝑡 ↦ 𝑒௧𝑙𝑛𝑡 est 

intégrable et ∫ 𝑒௧𝑙𝑛𝑡
ଵ

଴
𝑑𝑡 = ∑ ∫ 𝑓௡(𝑡)𝑑𝑡

ଵ

଴
ାஶ
௡ୀ଴ = − ∑

ଵ

(௡ାଵ)మ

ଵ

௡!

ାஶ
଴ = − ∑

ଵ

௡ାଵ

ଵ

(௡ାଵ)!

ାஶ
௡ୀ଴ = − ∑

ଵ

௡(௡)!

ାஶ
௡ାଵ  

 

 

 

 


