Saint Rémi : MP ( programme 2022 )
David Corneillie

Chap Al1:
Espaces vectoriels normés

) Normes :

1°) Définition :

Def : Soit E un K espace vectoriel, on appaleme sur E toute application de E daRs qui vérifie :
N(X)=0 < x=0 (séparation
OxOECAOK: N(AX =] N( %
O(x y)OE, N(x+ y)< N ¥+ Ny

Un espace vectoriel muni d’'une norme est appeléaspectoriel norme.

Généralement, s'il n'y a pas de confusion possiol@ote :N(x) =| ¥ .

SurRou C: N(X =|x.

Prop : O(x, y)OE,[N(X- N( y[< N x V.
Dem N(x)= N(x-y+ )< Nx y+ N y= N k= K )= Q%)

De mémeN(y)-N(¥< N[y 3= N x ¥

Prop : Si(x, y) est un produit scalaire sur E, on définit la noramsociée pafx| = /{x, X) .

Dem:|[x|=0 = (x,X)=0< x= 0 car le produit scalaire est défini
[ = (A% A% =42 (% % =[] §

(x+y, x+ Y= A+ {+2( % y<(| k+| sz ( par Cauchy Schwarz )

Ex : SoitE =R? et pour toutx=(a,b), N( Y=+ &+2ab-5B : N définit une norme.

Def: Dans un espace vectoriel normé, un vecteastxdit unitaire lorsque|x|=1. L’ensemble des
éléments unitaires sera appelé la sphere unité.

. X _
Rem : Six# 0 ,— est un vecteur unitaire.

M

2°) Des exemples de normes :
« SOttE=R", X=(X,...,.X,...,% ), on définit 3 normes :

=S4 =3 6 = o

- Soit E I'ensemble des fonctions continuegalé] dansR

b b
Il = supl? &) [l =T ) et| = [ f ¢) a

( on les appelle les normes de la convergence mnmép de la convergence en moyenne et de la
convergence quadratique )
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Dem | | existe car f est continue sur un segment doncéeorn
|f]. =0=0OxO[a b, f(¥=0= f=0
OxDfa.b] ] F(3 <Al 1. =14 . <] 1.

. 1 1 1
SiAz0,|f(x) =W|/‘ t(x) SWII/‘ fl. =11, SWII/‘ fl.

Donc||A |, =|A||f]. . I'égalité étant trivialement vérifiée quanti=0

OxOfa ][ F()+ oY <[ {OY [ d X=[ L+l =] # b=l £+ &
Rem : Lorsque les expression existent, on pouiligertalors le résultatsup(kA) =|K su A).

3°) Notion de distance :

Si N est une norme sur E, on définit d d& E ERumar d(x,y)= N( x- }), d est alors la distance

associée a la norme N.
Plus généralement une distance est une applicaloix E surR* vérifiant :

D(X'Y)DEZI d(x Yy=0= x= y
I(xY)OE: dlx = d v}

(v J0E: dxys d xyr  y)

On définit également pour toute partie A de &(x, A) = iyrét\ d( %) -
Rem :d(x A)=0= xO A, par exemple on & (O,R*) = 0.

4°) Normes équivalentes :

Def : Deux normes sur E sont équivalergiest seulement si

Ha,B)0R™ tels queD 3 Ea N k< N }<B8 N ).

Exo : DansR" les normes N, N et N\ sont équivalentes .
SOl X< N ()= N(3< v ( 3
Soit j tel quelx;|= N, (x)= N, (X< N( 3
Donc N, et N, sont équivalentes
Do) < N ()= N (VN ()
Soit j tel quelx;|= N, (x)= N, (XY= N(
Donc N, et N, sont équivalentes
N, et N, le sont par transitivité de la relation d’équivalee

d
Contre Ex : DansR[X], N,(P)=>|a| et N,( B=sug g ne sont pas équivalentes.
i=0 k

Dem : Pour la suite de polynomés( x) :Zn: X, N(R)=netN( P=1
i=1

Si les deux normes sont équivalentas >0,0n0N, N,(R)=n<a N,( P)=a
N() M)
N2 (%) N(
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5°) Extension aux normes d’algébre

Si (A +,x,) est une K-algébre, on dit qu'elle est norméeetiste une normg | sur A telle qudll| =1
et que(a.5)0 A, atf <] 4] §

Ex:SurM,(R), [ A= max(|qj|) est une norme mais pas une norme d'algébre

2 02 30 6.4
En effetA= et B= alors AB=
0.2 0.1 2 0 0.8

6°) Boules ouvertes et fermées :

Def : Soient E un espace vectoriel normé et x uméthé de E, on appelle boule ouverte de centrale et
rayon r le sous ensemble de E défini par :

B, (x 1) ={yOE[y-§< 1}

On appelleboule fermée de centre x et de rayon r le sousnaisede E défini par :
B (x1)={yOE|y- 4= }

Ex : DansR, By (X r)=]x—r,x+1

Exo : Dessiner des boules unités ferméesRuavec les différentes normes.

I1) Suites d’'un espace vectoriel normé :

Notation : EY est 'ensemble des suites d’éléments de E
(u)OE" = OnON, yOE

1°) Suites convergentes :

Def : Une suite(u,) de I'espace vectoriel norméE,” ||) est convergente dans E si et seulement si

OLOE, tel quede>0,0Ntel que r N> | U [s¢.

Une suite qui ne converge pas est dite divergeetd,se traduit par :
OLOE ,Ce>0,0N,Op> N tel qud y- |2«

Exo : Dans I'espace des fonctions continues[S,f a valeurs dans®® muni de la normg |_,montrer

que la suite(u,) définie paru, :t— t"(1-t)" converge vers 0.

Th : Si une suite de E est convergente alors I'éhiérhede E tel quelim

u, - L|=0 est unique, et sera

appelé la limite de la suite, on la notdim u, .

n - +oo

Dem : On suppose I'existence Heet L, telles qudl y— J -0 e u- jl- 0

Oe>0, N, tel que si > N=| y- L”<§

Oe>0, [N, tel que si > N=| p- L,l|<§

Alorssi n>max(N;,N,) :|L-L|<|u - L +|u- L<e= L=L
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Prop : Si une suite converge relativement a unemegrelle converge également relativement a toute
norme équivalente.

Dem : On suppose qui, (U, - L) - 0 etquedxJE, N,(X<a N(X

Oe>0,n, tel que sir> p: N y- ).<§: M g )<e

Contre exemple : Soit E I'ensemble des fonctionsimaes de[O,]] dansR.
1
Soit( f,) definie par f()=t, | L||l:j| fn(b|dt=ni+l, cette suite converge vers la fonction
0
nulle au sens de la norm|| , mais | f,| = s[u;]?| f, €)= 1, et ne converge donc pas vers la
xjo,

fonction nulle au sens de la norrhgf

2°) Propriétés des suites convergentes :

Def : Une suitg{u,) est bornée s'il existe un réel M tel qiaON , ||u,[< M.
Def: On appelle fm(E), 'espace vectoriel des suites bornées de E, il reani d’'une norme

N ((u,)) = sury]
Rem : Si une suite est bornée pour une norme’efiedussi pour toute norme équivalente.

Prop : Toute suite convergente d’éléments d’'un espactoriel normé est bornée.
Dem : Il existe un entier N tel quers> N : |[u,]| <] u, = U+| <1+ U]

Etsin< N:|u]< max]|y]

ic[ON]
-n’x+n’ si )G{O,l} .
Exemple f,(x) = " onoN | £, =] 1.0 dt=2
O si th,l} 0

La suite n’est pas bornée, elle ne converge dascao sens de la nornﬂeﬂl

Prop : L'ensemble des suites convergentes de Hnesbus espace vectoriel de I'ensemble des swates d
points de E, I'application qui a une suite convergeassocie sa limite est linéaire, autrement ditao

lim (au, + by, ) = dim y+ Bim y.

n— oo n- oo [ N

n

Th de Césaro : Soifu,) une suite qui converge vers L alors la suite denéegénéralC,==>"u
n<

p
converge aussi vers L.

: : . _u
Exo : Soit une suitéu, ) telle quelim (u, -u,,)=0. Montrer quelim— =
nooo

n— oo n

Th : Une suite(u,) de Ex..x E, est convergente si et seulement si les p suitexsdcnnées(ui’n) sont
convergentes dank, .
Dem : On noteN,, (x) =maxN ( x) si x=( Xy g)

idLp]

(=) Onabe>0,Ntelquesir N N( x )<e ou I;(ll...,pl)
doncOiO[Lp] ., sin>NonaN( % -|<¢
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(0) OnabiO[L,p] . 0e>0,0n tel que sir> ponaN x-,)<¢

on considére alordN =max(n) et sin> N alors N( x- L<e

3°) Suites extraites et valeur d’adhérence :

Soient(un) une suite d’éléments de Egtune application strictement croissante NedansN, la suite
définie parv, = u,, est appelée suite extraite (ou sous suite(}u;jé.
Prop : Toute suite extraite d’une suite extraite(dg) est une suite extraite der,) .

Th : Si(u,) est une suite convergente de E vers la limitedrsaloute suite extraite dfu,) est aussi

convergente vers la méme limite L.
Dem : On montre par récurrence quegsiest une application strictement croissanteNlealors

OnON, onag(nzn
Ainsi dés quen> N = ¢(n) > N:>H Yy ~ Lu<£

Rem : La réciproque est fausse awge (-1)".

Par contre, si les suitefu,,) et( u,,,) convergent toutes deux vers la méme limite L diossite (u,)
converge aussi vers L.

Def : On appelle valeur d’adhérence de la suitg) toute limite d’une suite extraite d@,), c’est-a-

dire a est valeur d’adhérence qa,) lorsqu'il existeg strictement croissante telle que,,,, — a.
1 .

Ex:u,=(-1)"+= admetl et -1 comme valeurs d’adhérence.
n

Info : L’ensemble des valeurs d’adhérence de Ilaesmis(n) est[—l,]] )

Th: Si(u,) est convergente vers L alors L est I'unique vattadhérence de la suite.

Cor : Si une suite posséde 2 valeurs d’adhérenoes @lle diverge.

4°) Comparaison entre les suites ( Rappel de MPSI )

Def: Lasuite(u,) de E est dite domingear la suite scalairda,) si:
[kOR, ONON tels que r» N=| i< |e,)|
on note alors u, =0O(a,) .

Def: Lasuite(u,) de E est dite négligeabdevant la suite scalairéa, ) si:
Oe>0,[NON tel que > N=|| < ela
on note alors u, =o(a,) .

Def: Lasuite(u,) de E est ditéquivalente la suite(v,) si la suite(u, -v,) = o] [):
ie.0e>0,0NON tel que > N= || p= M<e| ¥
on note alors u, ~ V.

Prop : Cette relation est une relation d’équivalenc
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Dem : R :on ay, —u, =0=of| u])

S: siu,~v, alors u,-v,=0of|y]]) donc Oe>0, on prendras]0,, il existe N tel que si
n>N alors| y - y|<e| y|

Or vy < v, = il + [l = v = vl < =] ]

Si ¢ décrit]0,1 alors _L décrit ]0,+eo[ doncu, - v, = o] u)

1-¢
Tt =y, =of|uf) ety=w= ¢ M), u,~w, = ofjul)+ dl vl)= ] ) cary-y

Rem : Si une suite d’éléments de E converge v alorsu, ~ L.
Rem: (u,) CV versO = y= ¢1)

Th : Si deux suites sont équivalentes et que lkamwerge vers L alors I'autre converge aussi vers L
Dem : La suitdu,) converge vers L elle est donc bornBe,0N, |ju,[< M.

Or les suitegu, ) et(v,) sont équivalentes donc

Ntelquesim Nond w y= nq.)sﬁ” i<

Ainsi v, - U <[, =] [, Y <e

£
2

Cas particulier : dans le cas des suites numériques

a ~b Iim%=1 etg=dh) - Iim%=0

n

Exo (trés important) a, ~ b, etlim g #1 alorsin( g)~In( )

5°) Exemples d’étude de suites numériques ( radiis| ) :

Utilisation de la monotonie :
Exol : Soit la suitdq,) réelle croissante telle qug, =2 et y =) 1
& 0,90,

Montrer que la suit§u,) est convergente.

Suite récurrente monotone :

Exo2 : On notemil (a,b, ¢) le réel parmi a, b et ¢ qui est entre les deuxesut
1

Soit la suite(u, ) : u, [0, et y,, =I mi( u, t%j di. Etudier cette suite.
0

Suite arithmético-géométrique :

Exo3 : On considere la suite,, =au,+b et yoR, &1

: b : P :
Alors si on posd =1— etv, =y - L, lasuite(v,) est géométrique de raison a.
-a

Suite récurrente linéaire d’ordre 2 :
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Exo4 : Etudier la suite définie pau,,, =2u.,,—2u, et y=1, y=1

1

V un+1un

Etudier la convergence de la suife,) (on pourra introduire la suitew, =In(u,)).

Exo5 : Soit la suite définie par, >0 ,u, >0 et y,,=

I11 ) Topologie dans un espace vectoriel normé :

1°) Intérieur et voisinage :

Soient A une partie de E et x un élément de A,tajqué x est intérieur a A s'il existe une bouleene
de centre x totalement incluse dans A.

L’ensemble des points intérieurs de A est appelééltieur de A notéA.

xO A = Or>0, B(xr)O A

A est dit voisinage de x si et seulement si xnésStieur a A.
Sinon on dit que x est un point isolé de A.

Prop:,&DA,AD B= Z\D I% Ano B= (}kw cI)B etoﬁ 0IB] l@o
Dem :® x0 A~ Or>0, B(xr)0 A, or xOB (%)= xO A
© xOA - Or>0,B(xr)0 AD B= xJ E
©ANBOA= AN BO A et A B] B> A B doncAnBO An B
Soit x0 An é:[(g,rz) telque B( x)O0 AetB x,)O |
On prendr =inf (rl,rz),Bo(x,r)DAnB:AmoB: An B
© ADOAOB= AT AJB et B] A B> B A doncAOBO AT B

Par contreA=[0,1 et B=[1 3 contredit I'inclusion réciproque

2°) Ouverts de E :

Def : Une partie A de E est dit ouverte si et sendet si elle est égale a son intérieur, c’est-a&dir et
seulement si tout point de A est centre d’'une boulerte incluse dans A.

Prop : Toute boule ouverte de E est un ouvert de E
Dem : On noteB= B (x r), OyO Bon afx-y|<r, soit r'=r—[x-y|

Dz0B(y r) onafz-yf< retfz=A <z f+| y- §< ] v f= = 2
doncB, (y, r') O B et B est bien un ouvert

Prop : L'intérieur d’une partie est un ouvert, ctde plus grand ouvert inclus dans cette partie.

Dem : Soitx0d A = Or>0,B(xr) O A. On considéreyd B, ( x r) qui est un ouvert

Donc il exister'>0tel que B( y r)0 B( x )0 A= )Dol

0o

i.e. B,(x r)0 A= xO A. Soit O un ouvert de &) 0 A= O= 00 A

ChapAl 7



Exemple : SuiR , tout intervalle du typéa, bf est un ouvert.

Prop : Les réunions et les intersections finiesuderts sont des ouverts de E.
Dem : Soit(Q;) une famille d’ouverts, e@ = JQ,

il

Six0Q =00l tel que XJQ, = Or>0 tel que B( x }0Q 0Q doncQ est ouvert
OnnoteA=(Q,, si xOA= 0i0O[L,n] xOQ, = 0i, [ > Otel que B( x,) 0 Q

i=1
On considérer =min(r,j =1n) alors 0i, B, (x,r) 0Q, = B,(x,r) O A est un ouvert

Rem :ﬂ Bo(x,_ij ={% n’est pas un ouvert
iON 1+1
Rem : De méme un produit fini d’ouverts est aussbuvert du produit des espaces.

Exemple : Sif :XH1 alors f (R) est un ouvert, par contre EiZXHSin(X) alors f (R) n'est pas
X

un ouvert.

Rem : La donnée de I'ensemble des ouverts de gtdaftopologie de E, cette topologie dépend doixh
de la norme.

Th : On notd| || et N deux normes équivalentes sur E.

Soit Q un ouvert dan:{E,” ||) , alors Q est un ouvert dangE, N).

Ce résultat prouve que deux normes équivalentésiskdnt la méme topologie sur un espace vectoriel
norme.

Dem : E(a,ﬂ)D(R”)Z,tel qued>xd E a N ¥<| k<sB N X
OxOQ qui est un ouvert dgE,| |), il exister >0tel que B( x ) 0Q
c'est-a-dire qudly-X|< r= yOQ

On poser':%>0,DyD B(xr), N(y-¥<r
Alors|y—x < BN(y- X< r= ydQ soit B( x )0Q

FinalementQ est un ouvert dan§g, N)

Soit A une partie de E, on appellera ouvert deiftdrsection de A avec tout ouvert de E, la topeaip
A sera appelée la topologie induite sur A.

Exemple {a,d =]d, d n[ a i} estun ouvert dfa,b] au sens de la topologie induite.

3°) Adhérence et parties fermées de E :

Def : Un élément x de E est un point adhérent d& ét seulement si toute boule ouverte de centre x
contient au moins un point de A.
L'ensemble des points adhérents de A est appelBdi@nce de A notéA.
xOA < Or>0,B(xr)n Az
Prop: ADA;AOB= AOB; AUB= A1 B A B A |
(voir le cas otA=[0,] et B=]17)
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Dem:© SixOA < Or>0,x0B(xr)n A#0 donc AD A

© xOA = 0Or>0,B(xr)n A#0 or AOB doncB(xr)n B0 et AOB

© AODAOBetBI A1 B> Al Bl A |

SixOAOB=0r>0, B(xr)n (Al B0 ie. (B(xr)n A)O(B(xr)n B=0
Donc soit(B, (x 1) n A)#0 et xJ A, soit(B,(x r)n B)# 0 et xJ BdoncxOAD B
© AnBOAetA BO B> A Bl A |

Def : Une partie F de E est dite fermée si et sael# si elle est égale a son adhérence, c’est-@idint
point adhérent de F appartient a F.

Th : A une partie non vide de E différente de Eesf une partie fermée de E si et seulement si son
complémentaire dans E est un ouvert de E.

Dem : (=) onnoteQ=E- A, si x1Q= x1J A= £
doncr >0tel que B( % )n A=0 = B( x ) 0 Q qui est donc un ouvert
(0) xOA = Or>0, B(xr)n A20, si xO A= x0Q = E- Aqui est un ouvert

donc T, >0tel que B( % §)0Q= B( x§)n A=O ce qui estimpossible, dont®
Exemple :Z est une partie fermée d®& car R —Z est une réunion d’ouverts.

Prop : Toute boule fermée de E est une partie derde E.
Dem: SoitQ=E-B.(ar), x0Q = [x-4>r
Soitr'=|x~a|~r>0 et on considereyd B, ( x r')=|x- y|< r'

[x=al<lx=A+[y-d< r+]y-4=] x = | v p=] v b

DoncydQ et B( % r) 0 Q qui est donc un ouvert.

Prop : L'adhérence de A est la plus petite partiarfée contenant A.
Dem : SoitxJ A = Or>0, B,(xr)n Az
On suppose par 'absurde quel A= Or>0tel que B( x )n A=O
Cependant il existe biem0 B (% r)n A or B,(x r) est un ouvert, donc z est le centre d'une boule
B,(zt)0B (%)= B(z{)n A=O ce qui contrediz A

FinalementA 0 A
Soit F une partie fermée contenant A, oAal Fdonc A F=F

Prop : Toute intersection et toute réunion finiepdeties fermées sont des parties fermeées.

Dem :E-(JQ =[)(E-Q) et E—ﬁQi =LnJ( E-Q)
icl id i=1 i=1
On appelle frontiére de A, 'ensembfe (A) = A- A=An ( E- /ij
Prop : La frontiere est une partie fermée.

Dem : Fr (A) =A-A= An ( E- A) c’est donc une intersection de parties fermées

Th (caractérisation séquentielle de I'adhérencd) :.un espace vectoriel normé, un point a de E est
adhérent a A si et seulement si a est la limiteé’suite de points de A.
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Dem :(=) si aJA alors OnON’, Bo(a,lj n Az0
n

Il existe dond(a, ) O A telle qug| a 4 <%:>( A converge vers a

(0) Soit(a,)0 A" qui converge vers a
Oe>0, [N tel que si> N| a- p<e= @0 K &)n AD donc a est adhérent

Exo : Soit E=C°([0,1] R) que I'on munit de la norm§ ||, on note F I'ensemble de fonctions de E
telles queJ' dt = 0. Montrer que F est une partie fermée de E.

Exo : Soit F I'ensemble des fonctions bornées[éul] a valeurs dansR que I'on munit de la norme

| ||, montrer queE = C°([0,1] ,R) est une partie fermée de F.

4°) Partie convexe d’'un espace vectoriel :

Def : Soit AT E est une partie convexeSi(a,b)0 A, [ a 4 :{ tat(1- ) b O O:_ir} O /
O(a,b)0 A, 0t0[0,1 , ta+ (1~ § bO £
Prop : Les boules ouvertes ou fermées sont degeparbnvexes.

Dem:SoitB:BF(a,r) O(x y)O B,0t[0,1, on notez= tx+(1- 1) y

lz-d=]t(x-a+@-J(y- 3= §x (1=} v ps(+2- ) ¢
DonczOB=[x y| O E

Exo : Soit (xn) une suite de C qui est une partie convexe, pout &mtier n non nul on pose
Zxk Montrer quelIn#0, y, 0 C

n k=1
Exo : L’adhérence d’une partie convexe est convexe

5°) Parties bornées :

Une partie A de E est bornée si et seulementesiiste un réel positif M tel que pour tout x éléhumA
ona:|x <M.
Ex : Tout boule fermée est une partie bornée

f une application de A dans un espace vectoriehm@F est bornée si 'ensemble f (A) est une partie
bornée dans F.

6°) Notion de densité :

Def : SoitF O E telle que F= E, on dit alors que F est dense dans E

Ex: Q estdense dar® etGL,(R) dans M (R).

Dem : Version MPSI
O(x, y)OR?, si x< y alorsO1JQ tel que x &
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Onay—x>0:{iJDN,posonsp:{ 1 J+1:> 1 <p=>1<p(y- ¥
y—X y—X y= X
Soitq=| px|= gs px< grl= W |
P P
Or y>£+ x>i+ﬂ . on a construit ainsr :H—qDQ
p P P p

© Complément MP
1

Soit XIR, nON = x—1< X+—=
n n

Il existe dongr,)0Q" telle que xt< r< x+E:| % r(|<—1
n n n

Donc la suitr, ) converge vers x

IV ) Etude locale d’une fonction a valeurs dans w@space vectoriel normé :

1°) Les limites :

Def : Soient E et F deux espaces vectoriels noghane application de E dans F, A une partie d &
un point adhérent a A, on dit que f admet une érbien a si et seulement si

Oe>0,07 tel que| x- d_<n=| f(3- b <e
Extension : Si E=R siaestinfinide >0, DAtel que| x> A>| {( ¥- | <¢
Si F=R sib estinfiniOK >0, 07 tel que| x 4. </7:>‘ f( >)‘ > K
Prop : On retrouve les propriétés connues sur iledétés .....

2°) Comparaison au voisinage d'un point ( RappeMieSI ) :

Def : La fonction f est dite domingar la fonction g au voisinage de a si :
kOR, VOV(a) tel qued & V| { k< k@

On note alors :f jo(g)

Def : La fonction f est dite négligealdevant la fonction g au voisinage de a si :
Oe>0,vOV(a) tel qued X1 V | { ¥<e| ¢ K
. 1
On note alors :f =0 e lim——.f(x)=0
-o(g) = tm . 1(3)
Def : La fonction f est dite équivalenela fonction g au voisinage de a(si —g) = o(| d]):

ie.0e>0,VOV(4d) tel qual 0 V= { k= ¢ K<e| @)

f(x

On note alors :f ~g = Iim(L; =1 (cas numérique)
a X—a g X

Exo : Déterminer un équivalent a I'infini de—> 1-th(x)

) : o 1 1
Déterminer un équivalent edde x— ————
th(x) x
Th : Si deux fonctions sont équivalentes au vogende a et que I'une admette une limite L en asalor
l'autre tend aussi vers L en a.
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Rappel :u~v et f~ g= uf~ vg eti~g
u v

3°) Continuité :

Def : f une application de E dans F est continu@enet seulement f admet une limite en a quifest),
on obtient la caractérisation suivante :
De>0, 0y tel que| x= 4. <n=| (¥ 1 J <e
Ex : Etude de 2 cas de fonctions de 2 variables
2
f(xy)= X2X+3;2 et 1(0,0=0 puis ¢ x y:ﬁf&f et §0,0= (
Def : f est dite continue sur A une partie de Eest continue en tout point de A.

Th : (Caractérisation séquentielle de la limite @&l la continuité)
f admet une limite b en a de A si et seulemeniisi fpute suite(xn) de points de A converge vers a dans

E, la suite f (x,) converge vers b.
f est une application continue au point a de Atsseulement si pour toute sui(exn) de points de A
converge vers a dans E, la suitdx,) converge versf (a).

Dem :(=)onals>0, 0 tel que| x= d<n=| f( 3 f d<e

Or (x,) — a doncON tel quesin N x |an=| (f.k (f)p<e

Donc f (x,) - f(a)

(O) On suppose f non continue en a

Oe>0tel quedn >0, OxJAtel que| x &< ef { = f H>e

on prendq:% on construit(x, )0 A" telle que| X- #<% e1| ( 3- f )#25

Exemple :g(x, y) = Xz)iyyz et 0,0)=0

Exo : Si f et g sont deux fonctions continues sanaleurs réelles alo® :{ xOA f(X< o >§} est une
partie fermée de A

Rem : Si a est réel mais adhérent et que f admetliomite en a, on réalise un prolongement par
continuité de f en a en posaft(a) =lim f (x)
X-a

4°) Propriétés :

Prop : L'ensembleC(A, F) des applications continues de A dans F est unoespectoriel et I'ensemble

C(A) des fonctions a valeurs réelles ou complexes moasi sur A a valeurs dans A est une algébre.
(c’est-a-dire un espace vectoriel et un anneau)

Prop : La restriction sur A d’'une fonction continger E est continue sur A.

Prop : Deux fonctions f et g de A dans F continge#cidant sur une partie B dense dans A sontedgal
sur A.

Dem : Soitx0 A= B=[( %) B' telle que x—
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Or f et g sont continues en x dofi¢x,) - f(x) et o x) - d ¥
Commef (x,)=g(x,) et en vertu de 'unicité de la limité (x) = g( x)

Exo : Montrer que pour toufA, B) O( M, (]R))Z, det(1,+ AB) = de{ I, + BA

5°) Cas des fonctions Lipschitziennes ( Lipschitddfh 1832-1903 )

Def : f est dite k-Lipschitzienne sur A lorsquéx, y) O A, H f(x)- f( QHS Ko ¥
Exemple : Les applications||X|, x— d( x A sontl-Lipschitziennes.
Dem:0zO A d(x As<|x k=< x | v = @ x)A] x[g] v
comme la borne inférieure est le plus grand desonmaints, on obtient
d(x A-[x o= d y A
De méme on peut obterdr(y, A [ x- < d x A
Finalement|d (x, A) - d( y A|<| x
Rem : Toute fonction de clas€2 sur[ a H a valeurs réelles est Lipschitzienne.
La fonction x — sin x estl-Lipschitzienne

Prop : Toute fonction Lipschitzienne sur A est carg sur A.
Prop: xOA = d(x A=0
Dem : (=) si xOA, O(x)0 A" telle que x— or t>d(t A) estcontinue donc
4(x, A=0 - d(x A
(0) De>0, & nest pas un minorant dly - ¥, yO A
DoncCy,0Atel qud y- kse= B( x)n A0 etxOA

6°) Caractérisation topologique :

Th : f une application de A dans F, f est contisueA si et seulement si I'image réciproque pae taut
ouvert de f (A) est un ouvert de A,

Ce théoréme s’applique aussi aux parties fermées.
Dem : (=) f est continue en x de A alors

Oe>0,07>0,0y0A | x- f<n=| f(R- f(y|<e

Soit Q un ouvert def (A) etd= f(Q)

Soitx08= f(x)0Q donclt >0tel que B( f( ¥, )0 Q

On choisite =r ainsi lorsquey 0 B, (x7) = f(y)O Eg( f( %, r)DQ:> ya8
FinalementB, (x,;7) O & qui est donc un ouvert

(O) Soit a un élément de A, on veut montrer quedceginue en a

Oe>0,B,( f(a),&) estun ouvert dé (A) donc f‘l(Bo( f (a),e)) est un ouvert de A

an‘l(Bo(f(a),e)):D/]>0tel queB( a7) O fl( gs( ( )ag))
OxOB,(a7)= f(XO I%( f( a)e) (ce qui signifie la continuité en a)

Exemple :GL, (R) est un ouvert d&1, (R) et O, (R) est une partie fermée dd, (R).
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L’ensemble des projecteurs est une partie ferméexsemble des endomorphismes

7°) Continuité d’'une application linéaire :

Th : Si f est une application linéaire de E dandl i,a équivalence entre les 4 propriétés
» festcontinue sur E
» festcontinue en 0

« il existe une constante C > 0 telle q‘pb(x)HF < C||4.
» f est Lipschitzienne sur E

Dem : (i) = (ii ) évident

(i )= (iii ) Sif est continue en 0, on pread1

Co>0tel qued>d E,| k. <a=| { ¥ <1

On considére alors ms={ X0 E | A, :]} alors [ < x :£<a:>H f (ﬂ xj <1
270 2 27)|.
Ainsi [, =1= £ (x)|. <§ (i.e. festbornée sur S)
Sixz20=> - (% ( égalité vraie si x=0)
W, " [IMI J =110 <514,

(iit) = (v) |1 C)= F = O )= D o
(iv)= (i) évident
Notation : On notera/. (E, F) I'espace vectoriel des applications linéaires ¢omés de E dans F.

Exemple : Sur E ZR* muni de son produit scalaire (espace euclidiezg,dndomorphismes orthogonaux
vérifient Hu(x)” =¥, ils sont donc continus sur E.

Contre-exemple : La dérivation sur 'ensemble delyqmdmes est linéaire mais pas continue
Dem:E=R[X],0POE, N( B=max(| d , ON)

D:Pr P, D(X")=nx"= N O X))=nor N X)=1
On n’aura donc pasCn0N, n< K.1 donc D n’est pas continue

Exemple : SoitE = C°([0,1] ,R) muni dd| {, H f})d

OnnoteT:E - E telle qued O EJ x[0,] , T J( )<=T f )td

Montrer que T est une application linéaire continue

E=C°([0,] R) muni dg {, = suq f ¥, F=c*([0,] .R) munide N =] f,+| fl.

Onnote T:E - F, telle qued f0 EO K[0,9 , T j( )(zj ( )td
Montrer que T est une application linéaire continue

Th : Toute application linéaire d’'un espace veabit de dimension finie sur un espace vectoriest e
continue.

Dem : Soit(g),_, , une base de EIXOE, x= Zn: xe. [ 4 = max(| ¥)
i=1 =
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or 0¢(E,F). | (3, <l 2] 7l = o 4,

Th : Tout sous espace vectoriel de dimension fiie espace vectoriel normé est une partie fermée.
Dem : Dans un premier cas on suppose que E estriendion finie
Soit(g),_, , une base de F que 'on compléte en une base de E
OXOE, x=) xe, tel qu§l, pO
il
On définitg, : E - R telle queg ( ¥= » c’est une forme linéaire continue
Donc ¢* ({ }) est fermée comme image réciproque d’'une partiederpar une application continue

F= G[] ]]¢‘1 ({ }) est donc bien une partie fermée de E
iol-J1,p

Si la dimension de E n’est pas finie.
Soit x un élément adhérent a F, x est donc ladimitine suite de points de F, si x n’est pas dans F

on construit I'espace vectorieG = F+Vect({ >}) il est de dimension finie et en appliquant le
premier cas F sera fermée dorél F

Exemple : L’'ensemble des polynémes de degré inféden est une partie fermée de I'ensemble des
fonctions continues.

8°) Norme d’une application linéaire continue :

Prop : Si f est une application linéaire continue® sur F , on asup ” ()”- supf x|)
xI]E/{O} (R —
[f )
Dem:S={ x0 E O E\ doncsup|f k)< sup———7—"
(& $=3 0 B(g doncsu 6= sl

Ox#0, >0, ” ” <sud|f k)= su f( )”< suﬂ)f X

M al f(IMIJ Ikt I e

On définit sur 'ensemble des applications linéaioentinues de E dans F une norme définie

It el

par : || f||= sup ] . Cette norme s’appelle norme subordonnée ou nofopEerateur
DE/

Exo : Détermlner la norme d’un projecteur

Prop : On a alors pour tout x de | f ()] sm f|H||x1|E

Prop : Soit f une application linéaire continue Bedans F et g une application linéaire continueFde
dans G, alors gof est une application linéairetoame de E dans G digof|| < || g || |

Dem : Ox 0, | gof (Y] =] o f(3)|<[l 4l « M= §Il A

cor : Si f est un endomorphisme continue aqusf’:‘ <|If

Th : L’ensemble des endomorphismes linéaires coesirde E un espace vectoriel normé, muni de la
norme subordonnée est une algébre normée unitaire :
(¢,+,0) estun anneau,+,.) estun espace vectoriel

]| =1 et]] fod] <[] ]l d
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Rem : Cette notion de norme subordonnée se retrawes les matrices associées aux endomorphismes,
elle permet de définir le conditionnement

9°) Continuité d’application bilinéaire

Def : Soit B une application bilinéaire déx E dans F, B est continue s'’il existe un réel K stmeent
positif tel quell(x, y) O E, | B(x Y)|. < K| .| ¥,
Rem : Le produit scalaire est continue ik E, en effef(x, y)| < %]

Rem : On généralise ce résultat au forme multilireéa

Th : Dans un espace de dimension finie, touteapedications multilinéaires sont continues
En particulier le déterminant est une applicatiantnue

V) Partie compacte d’une espace vectoriel :

1°) Définition et propriétés :

Def : Soit A une partie d’'un espace vectoriel noEné\ espartie compacte de E si de toutes les suites de
points de A on peut extraire une sous suite comveegdans A. On dit aussi que toute suite de A adme
une valeur d’adhérence.

Prop : Si A est une partie compacte de I'espacéoviet normé E alors A est une partie fermée bordée
E.

Dem : Soitx A, x est la limite d’une suitéx,) 0 A", or A est une partie compacte, donc il existe

@ telle que( )’g(n)) converge dans A, or une suite extraite d’une stmievergente converge vers la

méme limite donx [ A qui est fermée
Supposons que A ne soit pas borrige[ 1N, [u, [ A tel qu4| g” > |, or A est une partie compacte,

donc il existe une applicatiog telle que( )’g(p)) converge dans A, ma”&;1¢(p)H2¢( p) > p. Ce qui
est impossible pour une suite convergente dond¢ Boesée

Prop : Toute partie fermée d’une partie compactecespacte.
Dem : Soit(xn)D B", or BO A, qui est compact, il existe dogc telle que( )’g(n)) converge dans A,

mais cette suite est dans B qui est fermée dohmia appartient a B.
B est donc une partie compacte

Prop : Une suite d’'une partie compacte est convatigai et seulement si elle admet une unique valeur
d’adhérence.
Dem: (:>) Toute suite convergente admet une unique valeagh&rence car toutes les suites

extraites d’'une suite convergente convergent \&msdme limite
(O ) On proceéde par contraposée, s¢it,)0 A" qui diverge, comme A est une partie compacte

alors cette suite admet une valeur d’adhérenceresdg or la suite diverge, donc elle ne converge
pas vers alls >0 tel quel] N, Oy tel quen, >net|y - d=¢.

On construit donc une suite de A qui admettra wdeur d’adhérence B a. Or cette suite est
aussi extraite de la suit@xn) 0 A" qui admet donc 2 valeurs d’adhérence distinctes.
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Prop : SiE = E x E,x...x E, est un espace vectoriel norme produit, et si gout i entier entre 1 et p,|A
est une partie compacte dediors A= Ax A x..x A est une partie compacte de E.
Dem : On effectue la démonstration pooir 2

(a,)0A" (a,)0 A, Op, telle que( %(H)) converge versa (A alors (am(n))D A' donc
U, telle que( a[’¢20¢1(n)) converge vers, [ A
Soit alors la suitea, = (4, ,,) J( Ax A)"

On poseg= ¢,0¢, ainsila suite(aqo(n)) converge ver§ .a 3

Th : Soit A une partie compacte de E, si f estapication continue de E sur F alor(A) est une
partie compacte de F.
Dem: (y,)O(f(A) =0(x)0 A" telle que y= { ) or A est une partie compacte donc il

existeg telle que( %g(n)) converge verx[] A= Yo(r) = f( )&(n)) converge vers/ = f(x) car f est

continue, ory O f (A) qui est donc bien compacte

Conséquence : ( Th de Weierstrass )
A une partie compacte de E, si f est une applicationtinue de A, alors f est bornée et elle attsant

borne supérieure. (ieCal A tel que| f( i)“:SXé‘Ap(” '( XD )

Dem : Comme f est continue anfs(A) est une partie compacte de F, donc une partie grné

ainsi f est bornée, notons sa borne supérieure sur A, il existe alors unges(a,) de A telle

que (||f (an)”) converge vergr par la caractérisation de la borne supérieure,foest compacte,

)

donc il existeg telle que(a¢(n)) converge vers a dans A, par continuité on a(.Nrb(a¢(n))

converge verg f (a)| et versa comme suite extraite d’une suite convergentej dihga)| = a

L’image d’une partie compacte par une fonction gwme a valeurs dan® est un segment

2°) Continuité uniforme :

Def : f une application de E dans F est uniforméneentinue sur ki et seulement :
Oe>0, 07 tel queD( x yO L| x Y. <n=| (3= (Y. <¢

Prop : Les fonctions Lipschitziennes sur | sonfarmiément continues sur |.
Prop : Toute fonction uniformément continue sustl@ntinue sur I.

Th de Heine : (1821-1881)
Une fonction continue sur une partie A compact& geest uniformément continue.
Dem : Par contraposée

Si f n’est pas uniformément continue alats, >0 tel quedy >0, x Y telqu
b vl<u e (3~ (Y=,

1 o .
Prenonsu :Tl , NN, on construit ainsi un couple de 2 suites
n
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(%, v,)0 & tel que| x- >4|<ni+1 d (- € ==

Or A’ est une partie compactélp telle que( ) y(n)) converge ve(s,a)[ﬂ
1
< <
$(n)+1" n+1

f (a) = f(b) ce qui estimpossible caﬁf (x¢(n))— f(ym)

2, cependant

donc a=bh, les suitesf(x¢(n)) et f( )g,(n)) convergent donc vers

H’%(n) = Yo(n)

=

3°) Le cas de la dimension finie :

Th de Bolzano-Weierstrass (1781-1848 et 1815-)89
De toute suite bornée de réels, on peut extraieesous-suite convergente ( MPSI)
Si E est un espace vectoriel normé de dimensidg, fators les parties compactes de E sont les gsrti
fermées et bornées de E.
Dem : Version MPSI

Soit une suitgx,) de réels borné€InON , a< x, < b

Soit X :{xj, nDN}, si X est fini alors la suite est stationnaire @ prend qu’'un nombre fini de

valeurs, on peut extraire une sous-suite conveggent
Si X est infini, on pose alorlg =[a,b] et I, =[a,, b] par récurrence, en supposant qug, contient

une infinité d’éléments de X, pui§=%(a1_1 +h,,)
On choisit alors celui des delg,_,, c,] ou[ ¢, h,] qui contient une infinité d’éléments de X . Ainsi
I, 01, ., etchaque intervalle a pour Ionguegz_r%a

n

Par le procédé de dichotomi&xOR tel que( ] | ={ ¥

nON
Soit x, I 1,, et pour tout nCk,, L1, car cet intervalle contient une infinité d'élemede X, de méme

on peut choisir parmi cette infinitg¢(n+1) > ¢(n)
On construit ainsi une sous suite qui converge xers
Dem :Version MP : Soit A une partie fermée et berdé E, ef{u,)0 A", (ej );:1 | une base de E et

P
on aura alorsu, = Zuj’neJ or A est bornée> [Jj D[[l,p]] ,|ujyp| < M (on a p suites de réels bornées)
j=1

J_
(u,)ORY, 04, telle que( 11!¢1(n)) converge vers a R, alors (uzmn))DRN donc
U, telle que( 9,¢Zo¢1(n)) converge vers, R, on réitere p fois.

On posep= ¢ 0...0p, ainsiles suites{ajm)) convergent vers
P _

Et donc la suite(uw(n)) converge vera =Y ae 0 A= Acar A est fermée
j=1

Rem : Il existe un théoréme ( de Riesz ) qui adfirm
Un espace E est de dimension finie si et seulesnsatboule unité fermée est une partie compacte de

Conséquence : Les compactsilesont les fermés bornés.

Exemple ]0,1]x{ g est une partie compacte &
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Exo : Soit E un espace vectoriel de dimension fioienote S{XD E[ ¥ =]}. Montrer que S est une
partie compacte de E.

Th : Dans un espace vectoriel de dimension finike®les normes sont équivalentes.
Dem : Soit N une norme, montrons que N est équitee| ||

(§).,, une base de E éix D E, X:Zp: xe

i=1
P p p p
N(x) N(Z xg]szl] A N9 k3, 3. sion poses=3 N ()
OxOE, N(X) < B| A, . il reste a justifier I'existence de >0, OxOE, a||X|, < N( %
Par I'absurde on suppose quiér >0, (KO E tel quea|| ¥ > N X

_ 1 N 1 s
Prenonsa = 1= O(x,) D E" telle quenT1|| X.> N X.onen déduit que, #0

On considere alorg, :i, ceci définit une suite de la sphere unité quiwest partie fermée

1%l
bornée de E donc une partie compacte de E, ilexishcg telle que(y¢(n)) converge vers L dans S

[y -Y. =

Ainsi lim N(y¢(n)): N(LD>0 car LOS(| I} =1)

n- oo

Or N(y¢(n)): W}i:i(n)) < ¢(n1) 1 0 ce qui est impossible

VI ) Parties connexes par arcs :

1°) Définitions :

Def : Soit E un espace vectoriel normé de dimenisa et A une partie de E, on appelle chemin dans
toute application continue c[é)]] dans A, on appelle arc toute image d’un chemin.

Soita= f(0) et b= f(1), a et b sont respectivement I'origine et I'extrtéme l'arc.

Def : Une partie A est connexe par arcs dans Eosirgiout a et b de A, il existe un arc d’originesh
d’extrémité b contenu dans A.

Prop : Une partie A convexe de E est connexe pes dans E.

2°) Propriétés :

Prop : Soient E et F deux espaces vectoriels demsion finie, f une application continue de E dansé
une partie connexe par arcs dans E, aIdr@A) est une partie connexe par arcs dans F

Dem : Soit(c,d)0( f(A)* donc O(a,b)0 &, f(ad)=¢ f(§= d comme A est connexe il existe u
continue suf[0,]] telle queu(0)=a, u()=bet[0,3)O ¢
On pose alors/ = fou, v est continue et(0) =c, v(1) = d et \([ Oi]) O f{ A
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Exemple : Les parties convexes ou étoilées sonpatéies connexes par arcs

Def : | est un intervalle d& si O(x, y)O1° tel que x< y[ x yO
Exemple :R" n'est pas un intervalle

Th : Les parties connexes daRssont les intervalles d& .
Dem: Si | est un intervalle, alor@(x, y)D I, on pose la fonction f dED]] dans R telle que

f(t)=ty+(1-t)x, alors f(0)=x, f()=yet f([O,:])=[x,)]D l. Alors | est connexe.

Réciproguement :
Soit C une partie connexe @, donc on considéréa, b) OC tel que & |

Montrons que tout élément x fi& b| appartient a C
On considére la fonction f continue ;1] telle que f(0)= aet {9 = |

Versionl: f est continue donc daprés le théoreme des valemtermédiaires, il existe
t,0[0,9 tel que f(t)= x DoncxOC qui est donc bien un intervalle

Version2 :( on démontre en réalité le TVI)
Soit A={t0[0,4] ,Oy0[04] , f(y)< >}, comme f est continue @ A n'est pas vide et majorée par

1, donc A admet une borne supérieure nagéemontrons quef (t,)=x )

1 1 e
to_n—+1<t°:>D(t”)DAN telle queg—nTl< t< gainsit, -t et f(t) - f(t,)

Or f(t,)<x= f(t,)<x
On supposef (t,) <x, on pose & =

X— f(t°)>0
2

Il existe alorsar >0 tel queDyd] §-a, t+af .| f( y- f( §)|<e (festcontinue)
Or |f(t,)—& f(t,)+€ O]f(t,)—&,X ce qui contredit le fait qug, =sup(A)

Finalement f (to) =x donc x est éléement de C qui est donc bien urvaite

Exo : O, (R) :{ AOM, (R), telle que A A ,]} est-elle une partie connexe ¥, (R) ?
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