Saint Rémi : MP
David Corneillie

Chap Al : Exercices vus en classe ou a faire

1) Normes
Exol :

1
Pour (x,y) eR?, N(x,y) = J.|x + ly|dt , montrer que N est une norme sur R*. Dessiner B, (0,1)

0

Exo2 :

Pour (x,y) eR?, N(x,y) = sup |x + ty| , montrer que N est une norme sur R*.Dessiner B, (0,1)
1€[0,1]

Exo3 :

Soit E = %, pour x = (a,b), N(x) =~a’ +2ab+5b> , montrer que N définit une norme sur E.
Exod :

Soit E=C" ([0,1], i ) on note pour tout f de E, N(f) =||f'||m +|f(0)|

Montrer que N est une norme sur E, est-elle équivalente a || ”m ?

Exo) :

Pour feC' ([0,1],R), on pose N(f):[f2(0)+j.f'2(t)dt}2

0

Montrer que N est une norme sur E = C' ([0,1], R).

N et || ”m sont-elles équivalentes ?

Exo6 :

Soit N : C[X] — E.telle que YE € C[X],N(P) = sup P(z)|, montrer que N est une norme sur Z[X].
z|=1

Exo7 :

On note E ’espace des applications de classe C' sur [0,1] a valeurs dans =

On pose pour f appartenant a E, ||f|| = |f(0)|+2“f'(t)|dt et ||f||': 2|f(0)|+_|.|f'(t)|dt

Montrer que || || définit une norme sur E (de méme || ||' sera aussi une norme )
Montrer que || || et || ||' sont équivalentes.

Toutes les normes de E sont-elles équivalentes a || || ?

Exo8 :

Soit E = €'([0,1].%), on note pour tout fde E, N(f)= ||f '||w +|f(0)|
On sait que N est une norme sur E (exo 4 )
Soit N'(f) = ||f||w + ||f '||w montrer que c’est aussi une norme sur E, est-elle équivalente a N ?

Exo9 :
Soit E l'ensemble des suites u réelles bornées telles que u, =0

un un+l —u

n

On considére N, (u)=suplu,| et N(u)=sup

1. Justifier que N est une norme sur E
2. Vge ]0,1[, on considere la suite u telle que u,,, —u, =q" avec u, =0

Montrer que u est élément de E
3. Justifier l'existence de >0 tel que Vu € E, N(u) < BN (u)

0

4. Les normes N et N sont-elles équivalentes ?



Exo0l10 :
Soit & = T, [X], pour tout polynéme P de E on note N(P)= |P(0)| + |P(1)| + |P(2)|

Montrer que N est une norme sur E

Il ) Suites dans un evn

Exoll :
: . u
Soit une suite (un) telle que lim (u,., — u,) = 0. Montrer que lim—-=10
=00 n—w© pn
Exol2 :
iy T . ’ . xn + yn
v(a, b) € (R7")% on note deux suites définies par x,=a , x,,, =+|X,y, et yy=b,y,., = T
Montrer que ces deux suites convergent vers la méme limite
Exo13:
. . . . a b
Etudier la convergence des suites réelles suivantes : a, #0, b, #0, a,,, = 2—”b2 etb, = +bz
an + n an + n

Exol4 :

Soit la suite uy =0,u, =1,u,,, =7u,, +8u,

On définit v, = (—L)"u,et w, =v, — v,

Montrer que (Wn) est géométrique, en déduire [’expression de u, en fonction de n

Exol5 :

n+l

n 1
Soit la suite (g, ) réelle croissante telle que q,>2 et u, = Z—
k=0 o4, -+--qy
Montrer que la suite (un) est convergente
Exol6 :
an _ n
Soit u, = T discuter suivant les valeurs de a et b la nature de cette suite
a +
Exol7 :
. < o
Soit S, = ; montrer que cette suite diverge.

k=1

Montrer que pour tout k entier non nul, ﬁ <In(k+1)-In(k)< %
+

En déduire que la suite définie par U, =S, —In (n) est convergente.
Exol8 :

n

1+x Vv,

Soient deux suites x,=0,y,=2,x,,, =

4 yn+l =
n+l
T

— _ a4+l . T ’ . .
Montrer que x, = cos(m) ety, =2 sin (ﬁ) , déterminer la nature de la suite (yn)

Exol9 :

1 1
Etudier la nature de la suite définie par u, =2 et u,,, = E(un +—j
u

n
Ex020 :
Dans [’espace des fonctions continues sur [0,1] a valeurs dans 5. muni de la norme || |

. quelle est la
limite de la suite (u,) définie par u,:t+>t"(1-1)" ?

Exo21 :
Montrer que si a_~b, et lima,+ 1 alors In(a,) ~ In(b,)

n—on



Montrer que si a,~h, alors (n-.”)i o (i}H)i
Ex022 :
Donner un équivalent de ln(n !) ( on fera 2 démonstrations différentes )

Exo023 :

T

7

2
Calculer I, en fonctionden : I, = J.sin"(x)dx, donner le résultat sous forme de factoriels
0

Exo24 :
Etudier les suites définies par
U, ,=2u, +u, et uy=0,u =1

u, ,=4u, —4u, et uy,=1,u =1

u, ,=2u,, —2u, et uy=1,u =1
Exo25 :
Soit F I’ensemble des suites (u,) définies par
-3u,,,—u, Vn=0

Montrer que F est un espace vectoriel de dimension 3
Exprimer tout élément de F en fonction de a, b et ¢

u,=a,u, =b,u,=cetu,,=-3u,,

Ex026 :
4u, -2 . . .
On pose u, =a ,u,,, = R si a €]1,2[, étudier la nature de la suite
un
Ex027 :

On considere la suite (1,) o+ définie par u, € ]0,7[[, u,, = sin(un), VYn>0
Montrer que la suite (1t,) .17+ est convergente et préciser sa limite

Montrer que lorsque n tend vers l'infini, ona : w, — U, 4 ™ i
n n+l &

. 1 1 . ..
On pose pour tout n € 117, e S Montrer que la suite [v”]”E: T est convergente et preciser sa
limite. Quelle est la limite de la suite de terme général w, = > ?
nu

n+l

Exo028 .
On note mil(a,b,c) le réel parmi a, b et ¢ qui est entre les deux autres

1
Soit la suite (u, ), u,€[0,1] et u,,, = Imil(un,t,%j dt. Etudier cette suite.
0

Ex029 :
On considére la suite (u,) telle que (u,,),(u,,,,), (us,) convergent

Montrer que la suite (un) converge.

Exo030 :
Etudier la suite définie par u. € 5 et U, = J?“ + ?—t
Exo31 :

Montrer que l'ensemble des valeurs d'adhérence de la suite (cos(n) ),y est [—1,1]
Exo32 :

. o 3
Etudier la suite définie par u, = u, =7t =1+ Ju,u

n"n+l
Exo033 :

Montrer que Vi € [[III,ERL(E;) < (2}:‘1)



Exo034 :
1

ni2 T \/_
un+1un
Exo035 .

Soit la suite (un)déﬁniepar u,=l,u,=2etu,,=u

Soit la suite définie par u, >0, u, >0 et u

n+l + un
Montrer que la suite tend vers +o

2 . .
Calculer w, =u, —u,,u, , , on pourra exprimer w,,, en fonction de w,

Soit v, =—"—, étudier la monotonie des suites (v,,) et (v,,., ) en déduire la convergence de la suite (vn)
u
n+l

vers L e {g,g}
53

Exprimer v, en fonction de v, , en déduire la valeur exacte de L
Ex036 :

Etudier la suite (un) définie par u, :lz\/%
n =

Ex037 :
Soit une suite (un) de réels positifs qui converge vers 0. Montrer qu'il existe une suite (dn) décroissante

de limite nulle telle que pour tout n on ait 0<u, <d,
Exo38 :

1
. s dx
Soit la suite définie par I, = -[1—” montrer que (In) converge vers 1
+X
0

1; dlen72—%j;1n(l+x")dx

1
Montrer que J

0

n—>0

Montrer que limj.ln(l +x" )dx =0
0

Montrer que I, =1— In2 +o0 (lj

n n
Ex039 .
O -d\ l . [ d r . . _ un
n considere la suite (W, ) oy définie par : u, >0, u, >0, u,, =—7"—
I+uu,
Etudier la suite (1t,,) ;1op
1 1
On pose pour tout n € M, v, = T =
uﬂ Lo = uﬂ-.
Montrer que la suite (v,,),,..++ est convergente et préciser sa limite

Ex040 :
On consideére la suite définie par wy, = let Wn € M,u,,, = Ii[ﬂ] + “'[E' + ”[ﬂ] ou [x] désigne la partie

=, . -

entiere de x. Montrer que Vi E N, +1 =u, =2n+ 1

Exo41 :

Etudier la convergence de la suite (an) définie pour n € 11" par a, = nfn!H sin [%) ou Qe ]O,iz[
k=1

Exo42 :

. . . L. , < 1 n+l1
Soit une suite (un) arithmétique ne s annulant pas. Montrer que z =

k=0 Wiy Ugl

n+l

Exo43 :
Soit une suite (u,) telle que uy =1 et u,, =/n+u, . Déterminer la limite de u,



Exo44 :
Soit une suite de réels (u,) telle que u,,, —u, =o(1)

Montrer que [’ensemble des valeurs d’adhérence de cette suite est un intervalle
Exo45 :

Soit E I’ensemble des suites réelles bornées muni de la norme ||ull = sup(lu,|,n € W)
Déterminer la distance de la suite u, = (—1)" au sous espace des suites convergentes

111 ) et IV) Topologie et continuité

Exo046 :
On munit 57 de la norme || ||w On note p l’application de 57 telle que p(x,y) =x.

Soit O un ouvert de %, montrer que p(O) est un ouvert de =

Exo47 :

Soit E = C*([0,1].R) muni del|| || Ondéfinit A= {f eEVxe [O,l],f(x) # 0}

Montrer que A est un ouvert de E

Exo048 -

Soit A un ouvert de E et B une partie de E , montrer que A+ B est un ouvert de E

Exo049 :

Soit F un sous espace vectoriel de E, montrer que si [’intérieur de F n’est pas vide alors F est confondu

avec E
Exo050 :

0

Soit E=C°([O,1],i ) muni de || ”m On note Az{feE,f(O)zo,jf(t)dtzl}

Montrer que A est une partie fermée de E.
Exo51 :

1=[0.1].T(1)={7 £C(1).£(0)= £ (1)=0}
On munit C(I) de la norme de la convergence uniforme N, (f) = sup|f(t)|

Montrer que F(I) est un fermé de C(I)

Exo52 :
On désigne par p, et p, les applications de Z.* définies par p, (x,y) =x et p, (x,y) =y

Montrer que si I est une partie fermée de =2 telle que p,(F) soit bornée alors p,(F) est une partie
fermée de =

Exo053 .

Soit E un espace vectoriel normé. A un ouvert de E et B une partie de E

Montrer que ANR =P = ANRB =0

Exo054 :

Montrer que GL, (%) est un ouvert de M, (Z.)

Exo55 :

Soient f et g deux applications continues de E dans E, E étant un espace vectoriel normé. Soit
A ={x € E, f(x) = g(x)}, montrer que A est une partie fermée de E

Ex056 .

Soit E un espace vectoriel muni d’'un produit scalaire {, )

SiACE,onnote A- ={x € E,{x,v) = 0 Vy € A}. Montrer que @)_ =A-
Exo057 :
A une partie de E, montrer que d(x, A) =0 xed

Exo058 .
L’ensemble des projecteurs d’'un espace vectoriel E forme une partie fermée de { (E )



Exo059 :
(E ,< , >) est un espace euclidien, soit a un élément de E.

Montrer que f: x+— <a, x> est continue sur E
Ex060 :
On note (E

) un espace vectoriel normé euclidien

Montrer que A= {(x,y) € E’ tel que (x,y) est libre} est un ouvert de E*

Exo61 :

On désigne par E = C*([0,1],Z), on munit E des deux normes classiques
1

U= sl o) e (e |

Pour toute partie A de E on note A” et A les adhérences de A selon les normes || ”m et || ||2

Montrer que A < A*

Exo062 :
Soient A et B deux parties fermées disjointes d 'un espace vectoriel normé E

Déterminer une fonction f continue sur E dans = telle que : % =0 et % =1

Ex063 :

Soit F un sous espace vectoriel de E, montrer que son adhérence est aussi un sous espace vectoriel
Exo064 :

Soit A une partie convexe de E montrer que son adhérence est aussi convexe

Montrer que son intérieur est convexe
Exo06)5 :

Soit f une fonction continue de E sur E, montrer que T = {(x, f(x)) ,X€E E} est une partie fermée de

ExE

Ex066 .

Soit une fonction continue en 0 telle que Wx € R, f(2x) = f(x). Montrer que f est une fonction constante
Exo067 :

On considere les fonctions continues f: R — R" telles que pour tout (x, y) eR’

S S (x=2)=(F () (£ )
Quelles sont les valeurs possibles de f (0)
Montrer que si f(O) =0 alors fest la fonction nulle
Montrer que si f(O) #0 alors VxeR, f(x) #0
On se place donc, maintenant dans le cas ou f (0) #0
Pour tout entier naturel n, exprimer f (nx) en fonction de f (x) etden.

On notera alors a = f(l) , exprimer f(n),¥n € Z | puis f(x) ,VxeR

Ex068 :

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On suppose que || || est une norme sur M, (R) telle que :
VA EM, (Z),VP € GL, (Z):|IPT*AP| = ||All

Montrer que ‘v’(A, B) € (Mn (R))2 : ||BA|| = ||AB|| Est ce possible ?

Exo069 :

Soit E un espace vectoriel normé.On suppose que U et V sont deux ouverts denses dans E

Montrer que U 11V est encore un ouvert dense dans E
( ce qui signifie qu 'un espace vectoriel normé est un espace de Baire )



Exo070 :
Soit I’espace des polynomes a coefficients dans =, on note pour tout P de E

d°(P) R

N(P) = Z |a,.|, vérifier que N définit une norme sur E. Soit u, (P) =pY (0) montrer que ceci définit
i=0

une forme linéaire continue sur E .

Exo71 :

E = C%([0,1].E) muni de la norme || ||w on définit l'opérateur T par :
T:E — Z,tel que T(f) = _['nlf(tjdt. Montrer que T est continue et calculer |||T|||

Exo72 :
E =C°([0,1],R) muni de la norme || ||w on définit l'opérateur T par :

T:E—E,tel que T(f)(x) :J.f(t)dt, Vx e [0,1]. Montrer que T est continue et calculer |||T|||
0

Exo73 :

E 1
E =cO([0aLR),Ifll, = ([ F2(0)dt )" Onnote Ype E.T,(f)=f(t)p(c)de
0
Montrer que T, est continue et calculer |||T |||
Exo74 :
E un espace vectoriel de dimension finie, f une forme linéaire de E, H son noyau.

Peut-on avoir H dense dans E ?
Exo75 :

Soit E,=C"([0,1],; ) muni de ||f], = sup |f(x)|
xe[O,l]
Onnote T:E,—>E_,1q erE,‘v’xe[O,l] , T(f)(x)zjitf(t)dt
0

Montrer que T est une application linéaire continue et calculer |||T|||
Soit E, = CY([0,1], %) muni dellfll, = sup |f(x)|
xelo,1]
Puis E, = €°*([0.1].R) muni dellfll, = fu1|f(t)|dt
Onnote T:E,—E, ,tqf eENxe[0,1],T(f)(x)= [t (¢)dt

0

Montrer que T est une application linéaire continue et calculer |||T |||

Ex076 :
Soit un espace vectoriel normé (E, |E) et 1~ (E ) l’ensemble des suites bornées d’éléments de E,
Vuel”(E), u||w =sup|u, |,

nell

o 0" > 0" tqg p(u)=v et v,=u,, —u, Montrerque ¢ estcontinue

1 n
T:0"—>0"tqT(u)=S et S, :—Zuk . Montrer que T est continue
N =
Exo77 :
Soit E = C*([0,1],%) muni dellfll, = sup |f(x)]
xe[0,1]

Onaaussi F = CH[01],R) muni de N(f) = ||fll.+ ..
Onnote T:E—F ,telle que erE,Vxe[O,l] , T(f)(x)z]f(t)dt
0



Montrer que T est une application linéaire continue et calculer |||T |||

Exo78 .

Soit f une application linéaire de E dans F telle que pour toute suite (xn) de E tendant vers 0, la suite
( f (xn )) est bornée. Montrer que f est continue sur E

Exo079 -
Soit P € GL (), on note Ny(X) = [|IPX||,, vX € "
Vérifier que N, est une norme sur ="

On définit alors vA € M, (Z),[||Alll; = sup Np (AX)
X

PO Montrer que |||A|||P =H‘PAP’1‘H
Ex080 :

1
Soient E un espace vectoriel de dimension finie, f :[1 — E une application telle qu'il existe o [0, 5{ tel

que ¥ (x,y) € 2%, |f(x) = FO)I < a(llf (x) —xll + IF () — ¥II)

Montrer que f admet un point fixe et un seul
( pour [’existence, on introduira une suite (xn) de E telle que x,,, = f(x,), on montrera que cette suite

converge et que sa limite est point fixe de f)
Exo81 :

Soit E [’ensemble des fonctions continues de [0,1 |dans =
1

Soit f une fonction de E, pour tout x € [0,1] on pose u (f)(x) = jinf(x,t)f(t)dt

0
Montrer que u (f) € E (on pourra montrer que u (f) est de classe C' sur [0,1])

Montrer que ['application u : f+>u ( f ) est un endomorphisme de E

On munit E de la norme || ”m

Montrer que u est continue sur £
Déterminer le noyau de u ( on pourra dériver deux fois u ( f )(x), Vx e [0,1] )

V )VI ) Partie compacte et connexe

Exo82 :
Soit A une partie de =, montrer que A est bornée si et seulement si son adhérence est compacte

Exo083 :

Soit (E,

A une partie de E, on définit Vx € E, d(x, 4) = inf
ye

||) un espace vectoriel normé de dimension finie

y=y
Montrer que [’application qui a x associe d (x, A) est continue

Montrer que d(x,A) =0oxed

Soient K et L deux compacts de E, on définit [’application :
S telle que 5(K,L)= sup|d(x,K) —d(x,L)|
xeE

Montrer que & définit une distance sur [’ensemble des parties compactes de E

Exo084 :

Montrer que O, (R) [’ensemble des matrices orthogonales est une partie compacte de M, (R)
Exo085 -

Soient A et B deux parties compactes de E. Montrer que A+B est aussi une partie compacte de E
Ex086 :

Soient A une partie compacte et B une partie fermée, montrer que A+ B est une partie fermée de E



Exo75 .
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, on note S= {x ek,

x|| = 1}. Montrer que S est une partie
compacte de E

Ex088 .

Montrer que la fonction x —> Jx est uniformément continue sur [1, +oo[

Ex089 :

L’ensemble des matrices orthogonales est-il une partie connexe par arcs ?

Ex090 :

Soient E un espace vectoriel normé, F est une partie fermée de E et K une partie compacte de E. Montrer

que F + K est une partie fermée de E
Exo91 :

2

. . X . P .

Soit F (x) = Ism (—2] In (t)dt . Montrer que f est uniformément continue sur R

t
1

Ex092 :
Montrer que la fonction f:x> sin(xz) n'est pas lipschitzienne sur [1,+oo[

Montrer que la fonction f:x> sin(\/;) est lipschitzienne sur [1,+oo[

Ex093 :

Soit f:5.% = R continue admettant une limite nulle a I'infini

Montrer que f est uniformément continue

Ex094 -

Que peut on dire de la limite d’une suite de polynomes de degré inférieur a 3 ?
Exo095 -

Soit A une matrice antisymétrique de M (Z.) telle que la suite (Ak) converge vers une matrice B.
Que direde B ?

Ex096 :

Soit A et B deux parties de E, on note d(A,B) = ( il)’lf; . |x - y|| Montrer que d (Z,E) = d(A, B)
X,y )eAx

Ex097 :

Soit f une fonction de % dans %, on note T, = {(x, f (x)) € &7 tel que x € R}
Montrer que si f est continue alors ", est une partie fermée de R’
On suppose f bornée et que T, est une partie fermée de Z°, montrer que f est continue

Ex098 .
On note (E,

Soit K une partie compacte non vide de E, et fune fonction de K dans K telle que
V(x,y)eK’, x#y= ||f(x)—f(y)|| <|x=y]

Montrer que f admet un unique point fixe ¢ dans K
Ex099 :

Soit (E,

||) un espace vectoriel normé

||) un espace vectoriel normé de dimension supérieur a 2

Montrer que S = {x ek, x|| = l} est une partie connexe de E

Exo0l00 :
Soit K une partie compacte de 1" et & >0.Montrer que [’on peut trouver un sous ensemble fini A de K

tel que K U B, (a,gj ( on pourra procéder par l’absurde )
acA

Exol01 :
E est un espace vectoriel normé, K et L deésignent deux parties compactes de E.

Montrer que la fonction : x+>d (x, K) -d (x,L) est bornée sur E
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