Saint Rémi : MP ( programme 2022 )
David Corneillie

Chap A2:
Fonctions vectorielles

Rappels de MPSI ( les démonstrations sont en annexe )
On considere l’ensemble de fonctions définies sur un intervalle I de R a valeurs dans R

1°) Quelques théeoremes :

n

Exo : Pour tout entier n non nul on note le polynome P, tel que P, (x) = H(x — i)
=0

l

Montrer que pour tout n, P' admet exactement n racines

Th de Rolle (1652-1719) : Soit f une fonction continue sur [a,b] a valeurs dans R, deérivable sur ]a,b[
telle que f(a) :f(b). Alors il existe c € ]a,b[ tel que f'(c) =0.

Th des accroissements finis : Soit f une fonction continue sur [a,b] a valeurs dans R, dérivable sur
]a,b[. Alors il existe c € ]a,b[ tel que f(b)—f(a) :(b—a)f'(c)

Autre version :

Si fest C'sur un voisinage Vdex, si x+heV alors il existe 0 € ]O,l[ tel que

f(x+h):f(x)+hf'(x+0h)

Conséquence : l'inégalité des accroissements finis
S (@)= 1 () < supll ()] -]

On peut donc affirmer que f est Lipschitzienne

Si ' est bornée sur I alors ‘v’(x,y) el

2°) La classe CP :

Def': fest de classe C? si f est p fois dérivable et si sa dérivée p-ieme est continue.

Th : la formule de Leibniz ( 1646-1716 )
Si f et g sont de classe (P sur I a valeurs dans R, alors le produit fg [’est aussi et

(o) = Zp:(ij 10 g8

k=0
e i B M () = 97 V3 g r
Exo : Soit f définie par f(x)—e sm(x), montrer que f (x)—2 e sin| x+n o

Exo : Soit neN" et f, définie sur 10,40 par f,(x)=x""In(x) .

~1)!
Montrer que " (x)= (n=1)!
X

Def :Soient I et J deux intervalles de R, ¢ de I dans J est un CP-difféomorphisme de I sur J si
@ est bijective
@ est de classe CP sur |

¢~ est de classe CP sur J
Ex: x> ln(x) est un C” difféeomorphisme de R™ sur R
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Th : L’application ¢ de classe C? induit un CP difféeomorphisme de I sur g/)([ ) si et seulement si pour
touttde I on a qo'(t) #0

Exo : Déterminer un DL a l’ordre 3 en 0 de la réciproque de [ :x+> x+ ln(l + x)

3°) La convexité :

Def : Une fonction réelle est dite convexe sur [ si pour tout (x, y)e]2 et pour tout

te[0,1], f(x+(1-1)y)<tf (x)+(1-1) f(»)

(la sécante est toujours située au dessus de la courbe)

Def: fest dite concave si sa fonction opposée est convexe.

Exo : Soit f une fonction convexe sur I, A= {(x,y) eR?, tel que xel,y> f(x)} est une partie convexe

de R?

Th : Sifest C' surlalors fest convexe sur I si et seulement si [ est croissante sur I

Th : Sifest C* surl alors fest convexe sur I si et seulement si Vxel, f "(x) >0

Exo : Soit (xl. )

. , . . 1< / -
,, une famille de réels strictement positifs. Montrer que Zle. > l—l[xl.

i=1

Th : Inégalité de Jensen : Si f est une fonction convexe sur I, soient (xl. )l_ eR"

=l..n
V(4)_ € [0,1]" tels que Zn:/li =lon a f(zn:ﬂixij < i/lif(xi)
i=1

i=1 i=1

Inégalité de convexité a connaitre : Vx e R, e* > 1+ x et on en déduit que Vx > -1, ln(l + x) <x

Vxe[o,z} , ExSsinxSx
2|

1) Dérivation des fonctions d’une variable réelle :

1 un intervalle de R, f est définie sur I a valeurs dans [’espace vectoriel de dimension finie E.

1°) Dérivée en un point et fonction dérivée :

Def': Soient x, un point de I et [ une fonction définie sur I, f est dérivable en x, si

f(x)=f (%)

X=X,

l’application x +— admet une limite finie lorsque x — x,. Lorsque cette limite existe on

["appelle vecteur dérivé de fen x,, noté f '(xo ) .

S(x)=f(x)

X—Xx,

Def: Si I’application x> admet des limites finies lorsque x —> x, et x —> X, , mais que

ces limites sont différentes, on dit que f est dérivable a droite et a gauche, mais non dérivable en x,

Exemple : La fonction x+— |x| n’est pas derivable en 0
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1

Prop : Soit (e.)l,:l”n une base de E, on note ( fl.)l,:l_ﬂ les n applications coordonnées de f, donc

Vxel, f Z f . La fonction f est dérivable en a si et seulement si ses applications

coordonnées sont dérivables en a. Et on a f Z f

Dans le cas de fonctions complexes, f est dérivable si et seulement si Re( f ) et Im( f ) sont dérivables.
Par exemple : (e”‘ ) '=ie™, mais aussi pour tout o € C, (e””‘ )' =qe™
Exo : Soit f définie par f( ) eV sm( ) déterminer " (x)

On utilisera sin(x)= Re(eix)

Th : fest dérivable en x, si et seulement si YheV(0), f(x,+h)=1(x,)+hf"(x,))+o0(h)

Prop : Si fest dérivable en x, alors elle y est continue.

Def : Une fonction est dite dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de I, on note alors ' la
fonction qui a tout élément de I associe son vecteur deérivé.

Rem : Si f est dérivable en x, = f'admet une limite en x, : ceci est FAUX !

(voir I'exemple g(x)=x"sin (lj et g(0)=0)
x

2°) Opérations sur les fonctions dérivables :

Prop : L’ensemble des fonctions dérivables sur [ a valeurs dans E est un espace vectoriel et

Vxel, (Af+g)(x)=2/"(x)+g'(x)

Prop : Soient I et J deux intervalles réels, ¢p:J >R , f:1 > E telles que go(J) cl

Si @ est dérivable sur J et f est dérivable sur [ alors fop est dérivable sur J et
(fop)'(a)=¢'(a) f(¢(a))
Dem : ¢ est dérivable en a donc qo(a+h) go(a)+h¢ ( )+0(h)
fest dérivable en bzgo(a) alors f( ):f( ) (b)+0(k)
On pose k=qp(a+h)— ( ) ( ) (h)
fop(a+h)=1(p(a+h))= fop(a)+hp'(a) f
Or o(h) f"(¢(a))+o(k)=o(h)

Prop : Soit L une application linéaire de E dans F, f une fonction dérivable sur I a valeurs dans E. Alors
Lof est derivable sur I et Vx € 1, (Lof)'(x) = Lof'(x).

Dem : fest dérivable en x donc f(x+h) = f(x)+hf'(x)+0(h)
Or L est linéaire donc Lof(x+h) = Lof(x)+hL0f'(x)+L(0(h))
L(o(h)) = ||h||L(€(h)) or L(e(h)) — 0 car L est continue en 0

(o(a))+o(h) /' (0(a))+o(k)

Prop : Soit B une application bilinéaire de ExE dans F, f et g deux fonctions dérivables sur I a valeurs

dans E, on définit B(f,g)(x) = B(f(x),g(x))
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Alors (f g) est dérivable sur I et B(f g)'( ) B(f‘,g)( )+B(fg)( )
Dem : fest dérivable en x donc f(x+h) x)+hf' x) ( )

g est dérivable en x donc g(x+h) ( ) hg'(x)+o(h)

B(S (xr+h).g(x+h))=B(f (x):8 (x)+ [ B(S'(x).8 (x))+ B(f (x).&'(x))]

+Al[ B (& (7). g (x) +hg'(x))+ ( (x)+ 4" (x)., () |+ [ B (& (h). ¢, (h)
Exemple : Dérivation d’'un produit scalaire <f(x),g(x)>'= <f'(x),g(x)>+<f(x),g'(x)>

En PC : Sifest C* et que Hf’(t)”zk: F(0)L f(2)

11 ) Intégration sur un intervalle compact :

1
Exo : Calculer .[
05+ x+x°

1
Exo : Déterminer lim Z—
n—)oop " p

1°) Vecteur intégral et sommes de Riemann ( 1826-1866 ) :

Soit fune fonction continue par morceaux sur I a valeurs dans E

On note (el. ),- une base de E, Vx €1, f Zf

=l.n

On définit alors jf(t)dt = i[ifl (t)dt}e[

a
b

b b
Exemple : si fest a valeurs dans C alors jf(t)dt = IRe(f(t))dt +iJIm(f(t))dt

Application : .[ e'dt = e_.
i

Exo : Calculer | e cosxdx

O 0 [N

Prop : Si f est continue par morceaux sur I a valeurs dans un espace vectoriel normé E, on a

j:f(t)dt

< i”f(t)”dt (avec a<b) avec ||x|| = max|x |

lEIIl

Si‘fi(t)‘dt or j:f(t)dt =Zn:[j'fi(t)dtJe,.

[

Soit f une fonction continue par morceaux sur I a valeurs dans E, on appelle somme de Riemann de f
associée a la subdivision réguliere (a ) en n parties de [a,b]

b—aj
n
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Dem : Vie[l,n], (¢)ds

Donc Jj e [[l,n]] tel que jf(t)dt ‘dt < .[Hf ‘dt

€{0,1,..n}
Vke{l,..n}: a—a, :b—a’ R, =b_a2f(a+k
n n =




Th : Soit f une fonction continue par morceaux sur [a b] , alors la suite définie par R, est convergente, sa

aif(mkb_”j
k=1 n

limite sera l’intégrale defsur a b] J-f dt = hm

n—»0

b—a
n

A= j'f(t)dt—b;agf(xk) -

a

Dem : On pose x, =a+k

A=) [ a3 | r(x)ar

k=1 X k=1 X

n Xk

A=Zf(f() xk d’

k=1

< Z Flr -7 (ol

_xkl

fest continue sur [a,b] donc y est uniformément continue

Ve>0,3n>0tel que V(x,y),

<n=[f()-r )<=

—a
<7n
n

On choisit N tel que si n> N alors

Or |t—xk|£|xk —xk71|: —2 dlors Hf(t)—f(xk)u<bg

—da

be (xk—xkfl):g

k=1

b

Jr(

a k=

Ainsi

n—1

. . . b-a
Rem : On obtient le méme résultat avec la somme R' = z f (
n k=0

- lim Z =lnp

n—>+0
k=n

2°) Quelques propriétes :

b b b
Prop : L’intégrale est un opérateur linéaire I(af + ,Bg)(t)dt = ajf(t)dt +/3Ig(t)dt

Prop : L’intégration de fonctions réelles est un opérateur positif et croissant, avec a <b donc

b b b
si >0 sur [a,b] alors .[f(t)dtz O,et si f>g sur [a,b] alors J-f(t)dZZJ.g(t)dt

Prop : Soit L une application linéaire et f une fonction continue par morceaux sur [a,b] alors
b

b
L(f) admet une intégrale sur [a,b] et J-L(f)(t)dt ne dépend que des (J-fl (t)dt}

a

Dem : L est linéaire en dimension finie donc continue, ainsi tl—)L( f )(t) est continue par

morceaux sur [a,b]

une base de E, Vxel, f(x)= y ﬁ(x)ei:L(f)(x):Zn:fi(x)L(e)

i=1

On note (el. )l_

=l.n

b
On définit alors IL( t)dt = (If ]
a i=1

a
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3°) Intégrale fonction de sa borne supérieure :

Th fondamental de !’analyse : Si f une fonction continue de I sur E (un espace vectoriel de dimension
finie), a un point de I, alors f admet des primitives et la fonction F définie par :

F(x) = J-f(t)dt est une fonction de classe C' sur I et elle vérifie F'(x) = f(x) F est l'unique primitive

de f qui s annule en a
1 x+h

g(x+h)-g(x)
Dem : Onposeg jf P :ij( )dt—znlirg)n E flx+— h
o g(x+h)-g ()_ k k
Do lim S i fim 3| = i i e

(cette permutation de limite se ]ustlf lera par l etude de la CVU)
g(reh)-g(x) U T
lim limf|x+—h||=lim|— x)|=
h—0 h n—>+w n4 z h—0 f n—>+o\ p ;f( )

ce qui prouve que g est derlvable et admet f comme deérivée, comme f est continue, g est bien classe

X

C'. Onadeplus g(a) =0 et si I est une autre primitive qui s ‘annule en a on aura

F(x)=g(x)+K et six=a=>K=0

Exo : On suppose f continue sur I, étudier la dérivabilité de x — jcos(x + t) f(t)dt, ael

a

Prop : Si G est une primitive de f sur I alors ‘v’(u,v) el’, G(u)— G(v) = jf(t)dt

v

Prop : Si fest de classe C' de I sur E alors ‘v’(a X el2 jf dt+f

Prop : Soient a et B deux fonctions C' sur I a valeurs dans J et [ continue sur J alors la fonction

Alx) Alx)
X a,([)f(t)dt est C' surl et (az[)f(t)dt} :f(ﬁ(x))ﬂ'(x)—f(a(x))a'(x)

sin? x cos’ x

Exo : Calculer I arcsin (\/; ) dr+ I arccos (\/; ) dr
0 0

4°) Rappel des techniques de calcul d’intégrale :

L’intégration par parties sur I : si u et v sont deux fonctions de classe C' sur I alors on a
b

[u(t)v'()de=[u(t)v(r)]] —jju'(t)v(t)dt

a

Exo : Calculer jln (1 +x° )dx

Le changement de variable : si ¢ un C'-difféomorphisme sur [a b] si f est une fonction continue par

o(b)
morceaux telle que (p([a b]) c I alorsona J- f dt = J.fogo (u)du

¢(a)

3 5
Exo : Calculer j dx et _[arcsin( 2x2 jdx
, COsx 1+x
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5°) Les formules de Taylor ( 1685-1731 )

Th : (avec reste intégral ou reste de Laplace)
Soit f une fonction de classe C" de I sur E, de classe C"*! par morceaux sur I alors
» (b-a)* bb—x)" .
V(a,b)el’, f(b)zZ%f(")(a)Jrj%f( ) (x)dx
k=0 . a .

b
Dem : Par récurrence sur n .Pourn =0 : jf'(x)dx = f(b)—f(a)

a

0 éaalité vrai _o(ba) gy H0-2)
n suppose 1’égalité vraie f(b) = Z—f (a)+.[ f (x)dx

= k! n!

Or [ est de classe C"?, on peut donc effectuer une IPP sur [intégrale

a

b

bh— n . bh— n+l » b b h_ n+1 " ‘ ’
I(—njc) f(’”)(x)dx:{—((n%))!f( )(X)} +I%f( )(x)dx,d’ouleresultat

a

Rem : On [’écrit également

d(ma)e s (=3 0 () fED e () (4

k=0 k' n'
Conséquence : On obtient l’inégalité suivante
n b_a)k | . n+l
(ab)e | £ (6)-3 L= 0 (o) < (=41
tyer o) £ 0 o) <L)

Th ( HP) : Formule de Taylor-Lagrange (1736-1813 )
Soit f une fonction de classe C**! de I sur E, alors il existe c élément de I tel que :

r=3k f"‘>(a)+—(’(:fl); 7 e)

k=0

Th : Formule de Taylor-Young (1863-1942)
Soit f une fonction de classe C" de I sur E, alors f admet en tout point a de I un développement limité a
4 (x -a

l"ordre n donnéparf(x) = Z x ) f(k)(a)+0((x—a)n)

III ) Intégration sur un intervalle quelconque :

1°) Convergence d’intégrale généralisée :

Def': Soit f une fonction continue par morceaux sur [ =[a,b[ a valeurs dans R ou C, on dit que

l’intégrale J.I f (t)dt est convergente lorsque x> .[ f (t)dt admet une limite quand x — b, cette limite

a
b

sera alors notée J- f (t)dt

a

Exemple : Le cas des fonctions f(x) =e " et g(x) = sur [0, +OO[

1+ x?

Prop : Soient f et g deux fonctions telles que les intégrales L f (t)dt et Lg(t)dt convergent alors

1eC, L(f+/1g)(t)dt est convergente et j(/lf+g)(t)dt = ﬂjf(t)dt+j‘g(t)dt

Dem : Immédiat en utilisant les résultats sur les limites
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b
Prop : Soit f une fonction positive telle que l’intégrale J. f (t)dt converge alors .f f (t)dt >0
Prop : Soient f et g deux fonctions telles que les intégrales J. f dt et J. dt convergent alors
Vx e[a,b[ , f(x) Sg(x): .[f(t)dt < Ig(t)dt

Dem : Vte[a,x]cl, g(t)—f(t)zO:jfg(t)—f(t)dtZ0.0r j)-f(t)dt et j)-g(t)dt convergent

donc j’g(t)—f(t)dtzIg(t)—f(t)dt20:>jg(t)dtzif(t)dt

Prop : Soit f une fonction continue sur [a,b[ telle que l'intégrale L f (t)dt converge, alors la fonction
b
X J-f(t)dt est C' sur [a,b[ et sa dérivée est x > —f(x)

X
b

b X
Dem : On utilise la relation If(t)dtzjf(t)dt—jf(t)dt puis le théoreme fondamental de

a

l'analyse

2°) Fonctions intéegrables sur I :

On note I = [a,b[, si toute fois I = ]a,b[ on effectuera deux études sur ]a,c] et [c,b[

Def : Soit f une fonction continue par morceaux sur I, f est dite intégrable sur I lorsque H f (x)‘dx est
1

convergente (on dira aussi que L f (t)dt est absolument convergente )

Exemple : f (x) =Inx, f estintégrable sur ]0,1]
b
Prop : Si f est intégrable sur [a,b[ alors I f (t)dt est convergente

Dem : Dans le cas réel
Notons [*=max(0, /) et f~=max(0,—f) alors f=f*"—f"
ona Vxel, O<f ‘f ‘et0<f ‘f ‘

Or f est intégrable donc J- f dt < H f ‘dt ainsi la fonction x+— .f f dt est croissante et

majoreée, elle admet donc une limite en b

1l en est de méme pour x +> j f dt et donc par linéarité pour x I f

a

Dans le cas complexe on aura f =Re( f)+ilm(f) or ‘Re(f)‘ﬁ|f| et [Im f]<|/f]

donc iRe(f)(x)dx et iIm(f)(x)dx convergent

. sinx sin x
La réciproque est fausse, I —=dx est convergente or x >

n’est pas intégrable sur [71', +oo[
X X

s

jSll’ll‘ { cost}x jcost COS X J;cost dr
2
T V.4 t
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o
|82 —0 et &Stdt J. dr =l—l—>l donc J- SIY 4y est convergente
X T X 7 X
Par contre si on considere J, =|:n7z,(n+l)7z:|,n21,VteJn |Smt|_ |Slnf| done
| (n+1)7
J.|Sint|dt2 J.|smt|dt— Ismtdz‘—
Jn| t | (n+ Nz, n+l)

sint
t

1
de>= Z— — 4+ donc fn'est pas intégrable sur [72' +OO[
T k+1

Etj

s

Th : Soit a € C, la fonction x> e** est intégrable sur [0,+OO[ si et seulement si Re(a) <0

Prop : Une fonction positive continue et intégrable sur I est nulle si et seulement si son intégrale sur I est

nulle
b

X b
Dem : On note I=[a,b[, si If(t)dtzO:Vxel, OSJ.f(t)dté-[f(z‘)dt car f est positive.

a

De plus, Vxel, jf(t)dt =0=>Vte [a,x] , f(t) =0 or fest continue sur I donc nulle sur |

Prop : L’ensemble (' (1 ) des fonctions continues et intégrables sur I forme un espace vectoriel normé

par |[f1, = [| ()]s
Prop : Si fel (I) alors on a U1 f(t)dt‘ < L|f(t)|dt

X

[£(£)de

a

Dem : On a pour tout x, < H f (t)‘ dt puis on passe a la limite quand x tend vers b

Prop : f une fonction continue par morceaux sur [a,b[ avec b <+, si lin]} f (x)<+oo, alors f est
x>

prolongeable par continuité en b et donc intégrable sur [a,b[

3°) Les criteres d’intéegrabilité pour les fonctions positives :

Th : Soit f une fonction continue par morceaux et positive sur [a,b[, f est intégrable sur [a,b[ si et

seulement si x If(t)dt est majorée sur [a,b[

a

Dem : Une fonction croissante admet une limite en b si et seulement si elle est majorée

Th : Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur I telles que 0 < f (x) < g(x)

Si g est intégrable sur I alors f est aussi intégrable sur [
Si f n’est pas intégrable sur I alors g n’est pas intégrable sur I

X X b
Dem : Ona x+> Ig(t)dt est majorée sur [a,b[ et If(t)dt < Ig(t)dt

donc x— J-f(t)dt [’est aussi elle admet donc une limite en b

a

La seconde partie est la contraposée de la premiere
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. 2
Exemple : f(x)= jlj: )ZC sur [0,+o0]
x

Conséquence :
Soient f et g deux fonctions continues par morceaux et positives sur I = [a, b[

Si au voisinage de bon a f(x)zo(g(x)) ou O(g(x)) alors si g est intégrable sur I, f sera aussi

intégrable sur [
Exemple : f(x) =x"e" sur [0, +00[ ou neN’

Th : Soient f et g deux fonctions continues par morceaux et positives sur [a, b[

Si fet g sont équivalentes au voisinage de b alors f et g sont soit toutes les deux intégrables sur I soit elles
ne le sont ni ['une ni [’autre

1 1
Dem : On pose & :E alors si |x—b| <n= Eg(x) < f(x) < %g(x)
Puis on utilise la critere de comparaison sur les fonctions positives

Prop : Soit f une fonction continue par morceaux sur [a,+00[ qui admet une limite a l'infini il est

nécessaire que cette limite soit nulle pour que f soit intégrable sur [a, +oo[
+0
Dem : Si la limite de f n'est pas nulle alors ‘f(t)‘ ~L or .[ Ldt est divergente

Prop : Si la limite de f en +o0 est infinie, alors f ne sera pas intégrable sur [a,+00[

Dem : Pour x suffisamment grand on aura ‘ f (x)‘ >1, or x> 1 n’est pas intégrable

4°) Integrales étalons :

Th: t—

est intégrable sur [a,b[ & a<ld

a

(b-1)
Dem : On suppose o #1

¢ dr 1 1 1 -
J-(b 7 - 1{(}) a — 0 )al} admet une limite en b < a <1
\b—t a-— -X —-a

Etsia=1, b—:ln(b—a)—ln(b—x)—>+oo

En particulier t — — est intégrable sur ]O,a] < ax<l
4

Exemple : Etude de l'intégrabilité de f(x) = ;2 sur ]0,4[
4x—x

1
Th :t— = est intégrable sur [1,+OO[ < a>l

Dem : on suppose o #1

j dta = ! la_l —1| admet une limite en +0 < o >1
(o) am1l(x)

dr
Etsia=1, —:ln(x)—>+oo
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1
Exo : Etudier l'intégrabilité de x n_2x sur [l, +oo[, puis sur ]0,1]
X

Etudier I'intégrabilité de x > 1—th(x) sur [0,+oo]
th(3x)—th(2x)

X

Etudier I'intégrabilité de x sur 0, +o0]

5°) Techniques de calcul :

Th : Soit u et v deux fonctions de classe C' sur I = [a,b[ telles que lirr]}uv soit finie. Si x> u(x)v'(x)

est intégrable sur I:[a,b[ . Alors xHu'(x)v(x) est intégrable sur I:[a,b[ et on a
b b

b
Iu(x)v'(x)wz[u(x)v(x)]a—Ju‘(x)v(x)dx

+00
Exemple : J. t"e”'dt = n!

Attention : 1l est parfois dangereux de faire une IPP sur un intervalle non compact, méme si la fonction
est intégrable, voir [’exemple tres classique de | (x) =sinxInx sur ]O,l]

Th: f est intégrable sur [a,b[, ¢ une bijection de classe C' sur [a,b[, alors on peut utiliser le

llm(p

changement de variables t=(0( ) on obtient : J-f t)dt = J. fogo ( )du
p(a)
l dx V4 In x
Exemple : =— et | ——dx=0
'[(1+x2)\/1—x2 V2 I[xz"'l

6°) Des exemples trées classiques :

Exol : Par primitive directe j \/7

2x—x
2 2 ¥
Exo2 : Calculer les intégrales jln smx dx et I cosx dx En déduire j dx
0 , tanx
7°) Un calcul classique : I’'intégrale de Dirichlet :
j s1nt
Pour tout réel t et tout entier naturel n non nul, on pose : C =— + ZCOS kt

k=1

Calculer C,(t), pour tout t €[0,7]

o sin n +1/ 2
En déduire la valeur de j

ZSln t/2

Justifier la continuité et la dérivabilité de la fonction définie sur [0,72'] par
/(0)=0

1 |
f(l‘):m—; S tE]O,ﬁ]
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Montrer que la dérivée de f est bornée sur [O, 72']
T . 2 T '
Montrer que .([f(t)sm((n +1/ 2)t)dt = m_([f (t)cos((n+ 1/2)t)dt

Que peut-on en déduire quand n tend vers l’infini ?

Montrer que Tﬁdt = lim][‘ sin ((n H 2)1‘)

0 t n—»w 0 t

dt. En déduire la valeur de j %ntdt
0

8°) Intégration des relations de comparaison :
Th : Si f est une fonction continue sur [a,b[ et g une fonction positive telles que f(x)?o(g(x)) avec g

b b
integrable sur [a,b[ alors jf(t)dtfo[jg(t)dt}
Dem :¥Y&>0,3dc tel que si x e[c,b[ , f(x)‘ < gg(x)

jf(z)dt

Th : Si f est une fonction continue sur [a,b[ et g une fonction positive telle que f(x)fo(g(x)) avec g

d'ou

Sj[‘f(t)‘dtﬁgig(t)dt

non intégrable sur [a,b[ alors jf(t)dtfo(Ig(t)dt]

f(2)<38(x)

Dem : Y& >0, dc tel que si x e [c,b[, 5

X

J.f(t)dt Sj‘f(t)‘dtég')[g(t)dt

c

D'ou

X

jf(t)dz

a

Or

- If(z)dHIf(t)dt SJ:“f(t)‘dt—i-g]:g(t)dtSj:‘f(t)‘dt-i-%jjg(t)dt

0 flr e o
Ainsi jﬁ ( ) S} ( ) +% or jg(t)dt—)Jroo donc jf(t)dt ng.g(t)dt
gl(t)dt g(t)dt ¢ ‘ “

Th : Si f est une fonction positive sur [a,b[ telle que f(x)»b-g(x) avec g intégrable sur [a,b[ alors

if(t)dt;ig(t)dt

Th : Si f est une fonction positive sur [a,b[ telle que f(x);g(x) avec g non intégrable sur [a,b[ alors

[7(e)dt-J g (r)at

X

Exemple : Donner un équivalent a l’infini de J-

o0

arctant¢ arctant
dt et [
‘

1 x

dt

~+00

2
Exo : Soit F (x)= J-e_’ dt, déterminer un équivalent a [’infini, en déduire que F est intégrable sur

+00

[0,+00[ et calculer .[F(x)dx
0
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1V ) Les équations et systemes différentiels linéaires :

1°) Les équations différentielles linéaires d’ordre 1 :

Soit I un intervalle de R , x est une fonction de classe C' sur I alors I’équation :
a (t)x'(t) + b(t)x(t) = c(t) ou a, b et c sont continues sur I, est une équation différentielle linéaire du 1°

ordre

— Meéthode de résolution :
o [l faut que la fonction a ne s ’annule pas sur |
e On résout l’équation homogene (dont [’ensemble des solutions est un espace vectoriel de
dimension 1)

e On cherche une solution particuliere de (E) (par diverses méthodes en fonction du second
membre ou par la méthode de variation de la constante)

Exo : Résoudre les équations suivantes
2y'(x)+3y(x)=xe"
5y'(x)—4y(x)=2cosx—sinx
xy'(x)+y(x)=sinx

2°) Systemes différentiels linéaires du 1° ordre :

Soit E un espace vectoriel de dimension n, I un intervalle de R, a une application continue de I dans
l (E ) , b une application continue de I dans E

On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 1, la recherche d’une fonction x de classe C' de I
dans E vérifiant x'(t) = a(t)(x(t)) +b(t)

On peut écrire cela sous la forme matricielle suivante X'(t) = A(Z)X(t) +B(t) ou A est la matrice de a
donc AeM,(C°(I)),BeM,,(C°(I)) et XM, (C'(I))

On parle alors de systeme différentiel linéaire d’ordre 1 en dimension n

Si la fonction b est nulle, on dit que le systeme est homogene

Ex: {xl'(t)—le(¢)+(1tz)x2(,)0u n'(x)=x(x)

N yz'(x)=2y2 (x)+y1 (x)
X2 (t) =4 (t)_txz (t) V3 '(x) =3y (X)+y2 (x)+y1 (x)

3°) Théoreme de Cauchy Lipschitz linéaire :

Th : On appelle probleme de Cauchy la recherche de X de R" vérifiant :
{X'(l) =A() X (t)+B(¢)
X(t0 ) =X,

On peut affirmer que ce probleme a une solution unique des que A et B sont continues

\ n
ou tyel,x,eR
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yl'(x): 4—2x)y1(x)+(x—2)y2(x) x'

( )
,'(x) =cos(2x) y, (x)+sin’ (x) y, (x)-1 v'(£)=x(t)+3y(t)-¢"

&
QS
<

4°) Systeme différentiel linéaire homogene :

(S,): X'(¢)=A(t) X (t) oii A est une matrice carrée d’ordre n

Th : L’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension n, toute base sera appelée un systeme
fondamental de solutions

Dem : S n’est pas vide car la fonction nulle est solution, S c C' (I, R)
Soit (X,Y) eS?, alors AX+Y €S, S est bien un sous espace vectoriel de C' (I,R)

Soit (el. )i:m la base canonique de R", et t,€l, Vie ﬂl,n]], on définit le probleme de Cauchy

suivant {X '(t) B A(t)X(t)

X(to)ze

1

, ce systeme admet une solution unique X,

On construit ainsi une famille (X,. ) ., de solution de S.

| telle que Z/LX,. =0, en particulier pour t=t, = z},iel. =0, or la famille (el.)
i=l i=1

est libre donc Vi e[[l,n]], A, =0, ce qui prouve l'indépendance linéaire de la famille (X. )1:1..;1'

Soit (/Ii )i:lu i=l.n

1

Soit X €S, on note a =X (t,)= Zaiel.. On considere alors Y = ZaiXi. X et Y sont solutions

i=1 i=1

X'(t)=A4(1)X (1)
X(t)=«

du méme probleme de Cauchy { , donc X=Y. Ce qui prouve que la famille

(X,. )i:l’_n est une base de S

Intérét : Si on connait n solutions du systeme homogene, il suffit qu’elles soient linéairement
indépendantes et on aura toutes les solutions comme combinaison linéaire de ces n solutions

Rem : On considere le déterminant dans (CO (I,R))n des n solutions (Xl. );

S’il est non nul le systeme est un systeme fondamental de solutions

"(t) =1y, (¢)+(1-27) », (¢ 2
Exemple : {yl ()= (1) ( )yz( )alors X, 2{1 et X, ={t +1} sont solutions
J’z'(t):_t% (l‘)+y1(t) ! !
2
or det(Xl,Xz):i e+l =—120
t

yl(t)ZAZ+B(12 +1)
Les solutions seront X = AX, + BX, soit
¥, (t) =A+ Bt

5°) Solutions du S.D.L. :

Th : Soient (S): X'(t) = A(t)X(t)+B(t) et (Sh): X'(t) = A(t)X(t), on suppose connaitre X, solution
de (S) alors X est solution de (S) < X — X, est solution de (S,)
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On ajoute a la solution générale du systeme homogene, une solution particuliere du systeme avec second
membre pour obtenir [’ensemble des solutions de (S ) cet ensemble est une variété linéaire affine de

dimension n

Meéthode de variation des constantes :
Exemple - {yl'(t)_tyl(t)+(ltz)y2(1)+(112)2

. (6) ==ty (1) + 7 (1) + 2 (1+7)
yl(t)zAl‘+B(z‘2+1)
yz(t)=A+Bz
(1) =A(e)t+B(r)(£ +1)

V2 (t) = A(t)+B(t)t
obtient les dérivées de A et B, ce systeme est bien de Cramer car son déterminant vaut le determinant du

Si les solutions du systéme homogene sont X = AX, + BX, soit
en remplagant dans le systeme et on

On pose X:A(t)X1+B(t)X2 soit

systeme fondamental de solutions de (Sh)

6°) Equation différentielle linéaire du 2° ordre :

(E) : a(x)y”(x)+b(x)y‘(x)+c(x)y(x) = d(x) ou a ne s'annule pas sur I

E.D.L.2 incomplete : On suppose que c(x) =0, on pose z(x) = y'(x)

Exo : Résoudre y"(x) —y'(x) =COoSX

E.D.L.2 a coefficients constants :

On pose [’équation caractéristique : ar’ +br+c =0
Si A>0 alors y(x) = Ae™ + Be™

Si A=0 alors y(x)z(Ax+B)e”‘
Si A<0,r=azxiff alors y(x)=e" (Acosfx+ Bsin fx)

Lien avec la Physique, les solutions de x"(t) - wzx(t) =0 sont t+— Ae" + Be ™ = Ach (wt) + ush (wt)
les solutions de x"(t)+w’x(t)=0 sont t > Acos(wt)+ Bsin(wt)=Acos(wi—g)

Exo : Résoudre y"(x)—y'(x)+ y(x) =xe"

Le cas général :

(E) : y"(x) = a(x)y'(x)+b(x)y(x)+ c(x) , on suppose les fonctions a, b et ¢ continues sur [

On peut écrire cette équation comme un systeme :
dy(x)|_ »'(x)
dx y'(x) a(x)y'(x)+b(x)y(x)+c(x)
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si X:Ly(&ﬂ ,A:L(Ox) a(lx)} ethL(Ox)} alors X'= AX + B

On peut donc appliquer la théorie des SDL du 1° ordre

y'(x)] 7
L’équation homogene correspond au systeme homogene, les solutions de |’équation homogene forment
donc un espace vectoriel de dimension 2

L o : Ar(x) | _Je
Le théoreme de Cauchy Lipschitz s applique en imposant =

Th et def : ( Vi yz) forme un systeme fondamental de solutions si en au moins un point de [

n(x) »,(x)

0. W(y, s’ appelle le Wronskien de ( y,,
yl.(x) yz'(X) (yl y2) pp (yl J/2)

W(yl’y2):

Si ( Vis yz) forme un systeme fondamental de solutions de |’ équation homogene alors les solutions de

(E) sont y(x) =Ay (x) +uy, (x) +, (x) ou Yy, est une solution particuliere

Méthode de la variation des constantes :

Yo (%)= A(x) 31 (x) + (x) 32 (%)
20" (x) = 2(x) (%) + 1 (x) 3, (%)
Cela revient a imposer la condition : /1'()c)y1 (x) + ,u'(x)y2 (x) =0

On cherche une solution de la forme : {

En remplagant dans [’équation , on obtient un systeme de Cramer en A' et B' :
{w)yl () (x), ()= ()

A(x) 3 (x)+ 4'(x) y, (x) =

dont le déterminant est le Wronskien

(e}

]

Exo : Résoudre : xy (x)+4xy‘(x)+2y(x) =X sur ]O,+oo[

Th : Si y, est une solution de I’équation homogene alors on pose y(x) = Z(x)y1 (x) et on obtient une

équation différentielle linéaire du second ordre incomplete ( elle est du 1° ordre en x+ z '(x) )
Exo : Résoudre xzy"(x) —3xy '(x) + 4y(x) =x" sur R*'

7 ) Un exemple d'équation fonctionnelle

Déterminer les applications f: R* —R dérivables sur R™", telles que ¥YteR™, f'(t) = f(%j
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Annexe : Les démonstrations vues en MPSI

Th de Rolle (1652-1719) : Soit f une fonction continue sur [a,b] a valeurs dans R, dérivable sur ]a,b[
telle que f(a) =f(b). Alors il existe c € ]a,b[ tel que f'(c) =0.
Dem : si f est constante alors la dérivée est nulle pour tout x.

Sinon, f est continue sur un segment elle est donc bornée et atteint ses bornes, ainsi f admet un
extremum, il existe c € ]a,b[ tel que f'(c) =0

Th des accroissements finis : Soit f une fonction continue sur [a,b] a valeurs dans R, dérivable sur

]a,b[. Alors il existe c € ]a,b[ tel que f(b)—f(a) =(b—a)f'(c)

Th : la formule de Leibniz (Gottfried 1646-1716)
Si f et g sont de classe (P sur I a valeurs dans R, alors le produit fg [’est aussi et
p p B
(fg)(l’) _ Z f(k)g(P k)
k=0 k
Dem : Par récurrence sur p : pour p=0 ona fg= fg

sip=1: Z(ijf”‘) v =fg+fg'=(f8)

k=0
p

On suppose que [’égalité fg (p) Z( jf”‘) PO est vérifice
k=0
(fg)(p+1) :i(pj (k+1) (p— k)+i( j (k) (p+1-k)
k= k k=0
+ p - p o
(fg)(l’ D) f(k)g(P 1-k) +z f(k)g(P 1-k)
i\ k-1 o\ k
+ 4 p p +1- + +
(fg)(p 1) z[(k J+(kDf<k)g<p 1-k) +f(” 1)g+fg(p )
k=1 -
+1
Or (kp JJ{?) = (pk j (triangle de Pascal )

P
1) _
Donc (p+ Z( jf(k)g(p+l “

S
¥
=

Th : Inégalité de Jensen : Si f est une fonction convexe sur I, soient (xl. )l,:l ,ER”

‘v’(/il.)izl_'n tels que 1, >0 et Zn:ﬂi =1on a f(zn:&xiJSi}t[f(x
i=1 i=1 i=1

Dem : On suppose que l’inégalité est vérifiee avec n—1 réels, l'initialisation avec n =2 est donnée
par la définition de la convexité

On utilise [’astuce z/lx =(4+4 )212+/;zx2 ZAX =(4+4) y+Zﬂx
i=1 +
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A, f(z“} A 2) () AL () ear st D4, =1

A+ A,
Il reste a majorer f(y)= f[ﬂl;:ijfo]S%&ﬂzf( )+ ﬁf(xz)

Car A + A _
A+A, A +A4

Szz/”t =1 alors f(Zﬂxj< /L+/12)(ﬂlﬂ1/1 f(x)+ ﬁf X, ]+21f

Th: Sifest C' surl alors fest convexe sur I si et seulement si ' est croissante sur I

Dem : (:>) On pose deux réels tels que x <y
fest convexe donc pour t €[0,1], f(tx+(1—t)y) <tf (x)+(1-12) f(»)

Ona z=tx+(1-t)y avect—i_f} ze[x,y]
Done £(2) (i:;jf(x){l—i:yjf(y) (*)
f(z)—f(x)s(zjy—ljf(x){l—i:ijf(y){j:;j(f(x)—f(y))

Soit p— -
Si t —1 soit z—> x on obtient f (x)gf(xx:){(y)
Deaprés (*), f(z) f(J’)S(i:i}}jf(x)—(i:i]f(y)=(i:;](f(x)—f(y))
Orz-—y<0= /(= —f(y)zf(x -/ ()

z—y x—y

Si t > 0 soit z— y on obtient f'(y)Z

Finalement si x < y alors f'(x) < f'(y)

(<:) Soient trois réels tels que x<y<z, d’apres le théoreme des accroissements finis il existe
—f(y)—f(x) , ¢, €|y, 2] tel que f'(cz)z—f(z)_f(y)
y—x =y

()1 (0) 1E&-10) .,
y-x  z-y

¢ € |x. [ tel que ['(c,)=

Comme f' est croissante f'(cl) < f'(cz) =

On pose alors y = tx+(1—t)z et (*) devient
f(tx+(1—t)z)—f(x)<f(z)—f(tx+(l—t)z)@f(txwt(l 1)z )—f(x)

x+(1-t)z-x —  z-tx—(1-1)z (1-1)(z—x) t(z-x)
Soit f(tx+(1=t)z)(t+(1=1))<tf (x)+(1-1) f(2)

IN
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