Saint Rémi : MP
David Corneillie

Chap A2 : Exercices vus en classe ou a faire

Rappel de MPSI

Exol :

La fonction définie parf (x) =£—,—1 est-elle prolongeable par continuité er?
X sinx

Son prolongement est-il de clagsé?
Exo2 :

Soit f (x) :%— . déterminer la limite ed
X

1
X
Exo3:

Soit f:[0,4] - [0, continue suf0,1], montrer qu'il existe ¢ appartenant[d,]] tel que f (c)=c

Exo4 :

1
Soit f une fonction continue s{@,]] telle quej f( ) dtzé, montrer qu'il existe ¢ appartenant §0,1]
0

telque f (c)=c

EX05:

Soit f définie parf (x) = & sin( %), déterminer a ef tels quef ™ (x) = a"e** sin( x+ 1)
Ex06:

Soit (x )._, , une famille de réels strictement positifs

1L / 4 - . :
Montrer que—Zx >n I_l X (on utilisera la concavité de la fonction In')
n -

i=1

Exo7 :

n

Pour tout entier n non nul on note le polyndRetel queP, (x) = u (x=i)

Montrer que pour tout IR’ admet exactement n racines

Exo8 :

. * P 1 (n) (n—l)l
SoitnON" et f, définie sur]0,+eo par f,(x)=x""In(x) .Montrer que f\" (x) =

X

Ex09 :
On définit pour tout réel xH,(x) =1 et pour tout entier #0, H,(x)=(-1)" eng—xn(e‘xz). Montrer
que H, est un polyndme de degré n admettant exactemeftracines ( on pourra calculer la dérivée
deH,)
Ex010:

Soit f (x)=vx* -1 pour x>1

Etablir que £ (x) =Lx)l oundN, P estune fonction polynomiale
(-1

Exprimer (x2 —1) f*(x) en fonction de x ef (x)



Etablir a I'aide de la formule de Leibniz que,,(x)+ A (X R( ¥+ B( ¥ R,( ¥=0 ou A et B, sont

des polynémes a préciser

Démontrer queP’, (x)=-n(n-2) R, (¥ pour =1

Exoll:

Soit une fonction de clas€? sur[a ] telle que { h= ( p=0

Montrer queCcO]a i, OdO] a § tel que ﬁ:&z((:_b) oy

Ex012 :

Soit une fonction de clas&? sur[a i telle que { p= f ket f (b)= f'(b)
Montrer que(tO]a I tel que f{ ¢= f( ¢

Ex0l3:

Soient 2 fonctions f et g de claGésur[a i telles qu&l X[ aln ‘¢ )% 0

f'(c) _ f(b)-f(a)
g'(c) o(b-9 4

Montrer queCtO]a, I tel que

Exol4:

Soitt OR. Montrer queOxO[-1,1] , € SlLZX é +1;2X é'

Exo0l5:

Soient p et g deux réels strictement positifsqatsi+E =1
a’ IObq !

Montrer que pour tous réels positifs a eab<s — +—
P q

Ex016 :

Déterminer un développement limité a I'ordren0 de tan(x)

En déduire un développement limité & I'ordren0 de tan( sin(x)) - sir{ tafx))
Exol7 :

1
Effectuer un développement limité & I'or@en0 de (1+ sin(x))?

Exo18 :
Déterminer un développement limité a I'ordren0 de In[tar{g cosk 3)

Ex019 :
Soit f définie suf-1,+oo[ par f (x)=x+In(1+ x)

Déterminer le DL erD a l'ordre 3 de sa réciproque
Ex020 :

Déterminer Il'ensemble de définiton et de dérivatiode la fonction

f(x)= arccos( 4C - 3()

On calculera ensuitef '(x) et on retrouvera une expression €i¢x) en fonction dearccosc

Exo21 :

. . arccog Fx
Détermlnerle#

x-0" \/;

Exo022 :

Montrer que pourx=0 , arcco%ﬂj = 2arcta(n/;<)
1+x

f

définie

par



[) Dérivabilité

Exo023:
x2 -1
xIn x

Montrer que la fonction f est dérivable gravec f (x) =

Exo24 :

Déterminer les fonctions : R — R dérivables e telles que :OxOR, f(2x)=2f(x)
Ex025 :

Soit f:[0,1] ~ E dérivable en0 telle quef (0)=0

Déterminerlim S, m1§=z:(kj

e k=1 F
Ex026 :
Soit f définie parf (x) = & cog( ¥ , déterminerf " (x)
Exo27 :

Pour deux fonctions réelles continues &ir, on définit le produit de convolution

X

f*g(x):jf(x—ﬂg(gdt

0
Montrer que * est commutatif et que— f* g(x) est continue suR”
Exo28 :
Déterminer les fonctions f dérivables siir telles que O(x,t)OR?, f(x+t)= f(x) f(1)

1) Intégration

Exo029 :

b
Soit g une fonction de clas€e sur [a,b] . Montrer quejg(t)sin(At) dt0J - 0

Exo030 :
n k2
Soitu, =) ————, déterminer la limite de cette suite
k=1 (Zk) + n3
Exo031:
4n 1 3n 1
Calculer lim Z—. Déterminer lim ZE
n-% on [y voms
Ex032 :
2n-1
Déterminer lim
Ex033:
1
) . ([ (2n)1)n
Déterminer lim|-—"-
n-={ nln
Exo034:
1 2n 1
Déterminer lim — H (n2 + kz)n
n- oo n _
Exo35 :

n-1 2
Déterminer lim ZSin(Ejsin(éj (On utiliseralsinx - X sxE )
k=0 n n

N — +oo 4=



Ex036 :
Pour deux fonctions réelles continues &ir, on définit le produit de convolution

X

f*g(x):jf(x—ﬂg(gdt

0
Montrer que * est commutatif et que— f* g( x) est continue suR”

Exo37 :

L

2
Calculer Iex cosxadx

Exo38 :
3/2
dx
Calculer | —
1’!‘2V2X_ X
Exo39 :
4
Calculer i
5 COSX
Exo040:
4
Calculer J'
o 1+ tanx
Exo41l :
Camumrl=j tmtzdtou x>0
(1+0)
Exo42 :
1
Calculer | = jtlel—tzd
-1
Exo43:
1 _ 1 _
Camumrlzjﬁ 1®<etJ=IX 1dx
. X° =1 X+ 1
Exo44 :

Calculer jln (1+ xz) dx

0

Exo45 :
Déterminer lim d

x-1+ Int
EXx046 :
Calculerj , ON pourra utlllserj

(1+t )
Exo047 :

t
Monnerquej dt~ —Inx
sint o

Exo048 :

2
Calculer I, en fonction de n ol =jsin” (x) o

(on donnera le résultat sous forme de factoriel )



Exo49 :

1 2X
Calculer I = jarcsir( 2) o
0 1+x

Exo50 :

sm X

Calculer pour toutx[R, 0 arcsn‘(\/_) d+ I arcco(s/_)

Exo51 :

n
. 1
Montrer quee= lim > —
N=*%1=0 p'
Exo52 :
Soient g une fonction continue et positive [gyb] et f une fonction continue s{i, b]

b
Montrer qu'il existe ¢ appartenant[a, b] tel queJ' f(t)g(t)dt= f (c)J' g(t)dt

Exo53:

Soit la fonction définie parf (x) =

1
m . Ca|CU|er-([ f (t)dt

Exo54 :

.
sint
Calculerj
1 3+ cost

Exo55 :
sin®t
1+ cogt

m
2
Calculerj
0

EX056 :

Calculer | ———
I x+x2
Exo57 :

dx

CalculerJ'(X_Fl)(qu)2

Ex058 :
dx

Cammaﬂjx+n(%+x+g

Exo059 :

Calculer | In(1+ tanx) &

O t—nYy

EXx060 :
Montrer que j|sint|d -2y
0 X=re T
Exo61 :
. < dt
SonH(@:jﬁqa

Montrer que H est de classg' sur]1,+oo[ et préciser sa dérivée

pour x>1



On poseu(x) =

—i, déterminerlxirrlu(x). En déduirelim H (x)

1
In(x) x-1 Xl

Il ) Intégration sur un intervalle :

Ex062 :

Soit f (x) = xsinl, f est-elle intégrable sid, +oo[ ?
X

Ex063 :

Soit la fonction f définie pafr(x)=l|: x.
X

montrer qu'elle est intégrable sur lintervallf0,+oo .

In x

1o dx

+00
Déterminer la valeur dej
0

Exo64 :

Etudier I'intégrabilité def (x) = sur ]0,+oo]

1
1/x(1+ex)
Ex065

Etudier l'intégrabilité de f (x) =

x21In x sur [2’+o°[

EX066 :

2
Calculer aprés avoir justifié I’existende:J'
0

dx
\V2x= %

b
Que peut-on dire pouf ou a et b sont 2 réels tels qae< b ?
a

dt
J(t-a)(b-1)

Ex067 :
L esint oo . F sinmt ¥ sinmt cost
On sait quej' Tdt =5 Déterminer en fonction de m la valeur et—dt et dejfdt
0 0 0
Ex068 :

Soit f (x) =|:](—2X. Etudier I'intégrabilité sur 0,1] et sur[ 1+

Ex069 :
, X-sinx _, . .
Soit f (x) = . Déterminer les valeurs de pour f soit intégrable sur]0,+oo[
X
Exo70 :
P sint (sint)*
Etudier l'intégrabilité de f (t) = el deg(t)= o sur 10, +oof
Exo71 :
Déterminer la valeur dé¢, = jt”e‘tdt
0
Exo72 :
Pour tout un entier naturel n non nul, on ndtfn) = J' dx -
o(ﬁ+g

Exprimer | (n+1) en fonction de ( }, puis montrer qué (n)n~+°°%\/§



Exo73:

1
Déterminer les fonctions continuds:[0,]] - R telles quej(f (xz))zdx:j f(x)dx—3
0 0

Exo74 :

Nature de I’intégralej (\/x2 +1-33+ 1) dx
0

Exo75:
Soit z un complexe tel qURae(z) > 0 et n un entier naturel

+00

On considérd , = Ie‘“t”dt, calculer |, en fonction de z et de n
0

EXo76 :
Justifier que les fonctions sont intégrables etakdr les intégrales suivantes

T dx
b '([ (x+1)2(x+ 2)2
j dx

_1(x2+1)m

+00 3

o
+ Ot——
x
Q.
X

o
'-_.8

dx
(x+1)VC + x+1

(@]

>
—
2
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o X
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N
5
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x
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o
—
X
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o
X

r

2
10. | :Iln(sinx)m et J=
0

oY

In( cosy o




T th(3x) - th( 2x)

14. dx

0

15.

I dx

2 W1+ +4/1- %
16. I()(2—4-:L)
17. +fln(1+x—lzjdx

18. I(m—xdx

o (x+1)V1-x

+00

j 2arctarx— arctafi %) o
0

19.

3
X2

2
J; 1+ tanx)( 2- sn( X))

20. dx
1
Int
21. dt
LF t
1+ x
22. J' dx et en dedwrej —dx
1+x* +x*
EX077.
CoSnX

Soitb]0,1 et nON, on posel,, =
J; b? +1- 2b cosx

Justifier 'existence dé,, OnON. Calculer 1, et |,

Calculer | ,,+1, —(b +%)I el

2 2
En déduire la valeur dé, ( On utilisera :(b+%) —4:(b——3 )

Exo78 :

+00

Soit F(x)= jsm(t jln( ) dt, montrer que f est uniformément continue Rur
1

Exo79 :
Montrer que la fonctiort — the™ est intégrable su['0,+oo[ pour tout entier k positif

+00 " 1 " ~
Montrer alors queJ' the™ dt~§ e* X' quand x +o

Ex080 :

_XZ

Etablir que J'e dt~ 5
o 2X

1

b n
Puis en déduire poufa, b)D(]R”)2 tel que a< |la valeur de lim Ue‘”‘zdtj

Exo81 :



Pour x=0, on poseF (x) = I etdt, justifier que F est intégrable si®*

Puis calculer j (I e‘tzdt] dx
0 X

Ex082 :
re e  2¢€ €
Montrer quej—zdt=—2+—3+o — | lorsque Xx— +oo
1 X“ X X
Exo083 :
o .. parctart [ arctan
Donner un équivalent a l'infini déaca dt etj atia dt
1 X

Exo84 :
Soit f une application de clasg' sur[1,+oo[ a valeurs strictement positives et telle qﬂ(—“:l) =1. On

_ xf'(x) .
suppose que le quotiert——= admette une limiter en +co

f(x)
In(f (x))

tend versa en +co
In(x)

On suppose que < -1, montrer que f est intégrable s[]r, +oo[
Exo85 :

Montrer que

. ° dt . .
Soita >0, on notd = I ) . Justifier I'existence de | et calculer |
0

(1+t2)(1+ta
Exo86 :

Justifier 'existence et calculerJ' tEGj at
0
Exo087 :
Soit f (t) = cos(tz) . Justifier 'existence dq' f (t)dt, puis que f n’est pas intégrable ga+oo]
1

Exo89
Soit f de class€? sur[0,+«| telles f et sa dérivée seconde f* soit intégratdar [0, +co[

Montrer que lim f*(x)=0

X — +oo

IV ) Equations et systemes différentiels linéaires

Ex090 :

Résoudre2y'(x) +3y( ¥ = xé

Ex091 :

Résoudredy’(x)-3y( ¥ =( x+1) &

Ex092 :

Résoudre3y'(x) - y( X) = 3cosx

Ex093 :

Résoudre5y'(x) - 4y( X) = 2cosx- sin»
Ex094 :

Résoudrexy'(x)— y( ¥ = Xcos > sur]0,+co[



Ex095 :
Résoudre2y'(x) - 3y( ¥ = cos 2

Ex096 :
Résoudrex’y'(x) = y( ¥ = X = xsur |0, +o]
Ex097 :
Résoudrexy'( x) +2y( X = cos x sur |0, +e]
Ex098 :

Résoudre y'(x)sinx— y( X cosx= sinx- xcosx sur]-7 7
Ex099 :

Résoudre y'(x)cos x— y( ¥ = &™ sur}—l—zT 7_21[

Ex0100 :

Résoudre le problemix+1) y'(X) = xy( ¥+1=0, { = 2, x3|~ Lo
Exo0101 :

Résoudre 2xy'( X) - 3y( X =+/ x sur ]0,+od]

Existe t-il des solutions sy, +oo[ ?

Ex0102 :

Résoudrexy'(X)+ y( ¥ = X

V1-x*
Existe t-il des solutions syr1,1 ?
Ex0103:

sur|-1,q puis sur]0,{

x'(t) = x(t) - y(1)+ €'
Résoudre le systéme différentiel suivany!(t) = x(t) +3y(t)- €'
x(0)=1,y(0 =2
Exo0104 :
%' (%)= % (¥
Résoudres y,'(X)=2y,( X+ %( ¥
¥s'(¥) =3y (9 + w( 3+ y( ¥
Ex0105:
Résoudre % (t):tyl(t)+ - tz) y2(t)+(1_ tz)
v,'(8) = =ty () + ya () + {1+ ©)
Ex0106 :
écoudre X (t) = =x(t) + 2 y( ) +In () + o
y'(t) =(1-t) x+ y(t) +(t=1) In(Y)
Exo0107 :

. R .y . %]
Résoudre le systeme différentiel suwa{vt '

Exo0108 :

Résoudre le systéeme différentiel suiva{vt :



Ex0109 :
x'(t) = x(t) cos(t) + y( 1) sir(t)
y'(t) ==x(t)sin(t) + y(t) cogt)

x'(t)=7x(t)+ y(t)+ 44 §
Résoudre y'(t)=-x(t)-7y(t)- 44 9

z'(t)=-6x(1)+6y( 1)
Exol111:

Résoudrey"(x) - y'( ¥ = cosx

Exo0l112:

Résoudrey"(x) - y'( ¥+ Y X = x&
Exo0l13:

Résoudrey"(x)-3y'( XY+ 2y ¥ = &(1- 2 X
Exol14 :

Résoudrey"(x)-3y'( X +2y X =2&
Exo0115:

Résoudrey"(x)-2y'(X)+ y ¥ =3¢
Ex0116:

Résoudrey"(x)-5y'(X+6y ¥= X+1
Exoll7:

Résoudrey"(x)-4y'( X+ 4y ¥ =sin>
Exo0118:

Résoudrey"(x)+2y'(X+5y ¥ = »
Ex0119:

Résoudrey"(x)+2y'(X) -3y X =2sH 3

Ex0120:

Résoudre :{

Exo0110:

Résoudrey"(x) - y'( ¥ = éco {\/5%
Exo0121 :

Résoudrey"(x) - y'( ¥+ y ¥ =2€&*
Ex0122 :

Résoudrey"(x)+2y'( X+ y % =2ch( }

Ex0123:

Résoudre dan® y"(x)+ y( X =2ch( %

Exo0l24 :

Résoudrg1+Xx) y"(X) -2y X +(1- ¥ f ¥= x&
Ex0125:

Résoudrex’y"(X)+4xy'( X+ 2 Y = :sur]0,+oo
Ex0126 :

Résoudrex’y"(X)—3xy'( ¥+3 Y Y= % sur]0,+|
Ex0127 .

Résoudrex’y"(X)—4xy( ¥+ 6 Y ¥= % sur] 0o



Ex0128 :

Résoudrey"(x) - y( ¥ = —LQX sur ]0,+oof
Ex0129:

Résoudrey” (x)+ y( X = »sin x

Ex0130:

Résoudrey”(x)+ y( X) = sir:1L3’ " sur 0,7
Exo0131:

On considére I'équation {1-cos &)y {x)+ 2sin&y('¥- 8§( y= , xD}O,I—ZT[

Résoudre cette équation sachant qu’il existe delutisos inverses I'une de l'autre

( On pourra donc effectuer le changeme(i) =ﬁ )

Ex0132:

Résoudrex®y"(X)-3xy( ¥+ 4y ¥= % sujO+w]

Ex0133:

Résoudrex’y"(x) = X( x+2) y( 3+( % 2) § X=— & x1) sur]0,+oo
Exo0l134 :

Résoudrex(1-x) f"(X)— xf( Y+ f(¥=0 sur0,{

Exo0135:

Résoudre(1+ x2) y'(X)-2y( Y =-2x

Ex0136 :

Résoudre sur l'intervallg0;+eo[ I'équation différentielle(E) :t*y"(t) - 2ty(t) + 3= C.
Exo0137:
Résoudre 1?x"(t) - 2x(t) = 3t sur ]0,+oo|

Ex0138:

Résoudre dans R I'équation différentie{E) :(1+ x2) y'(X)+2xy( ¥ = 0.
Ex0139:

Résoudref '(x) = f (1-x) sur R

Ex0140 .

Déterminer les fonctions fR* — R dérivables sulR* telles quedtOR ™, f (t) =f (}j

t
Exo0l141 :

Déterminer les fonctions f continues df®,] surR telles que pour toutxd]0,] on ait

1

j O g - f(X)

1-x t

Ex0142 :

Déterminer les fonctions de claggésur R qui vérifient :f "(x) + f (-x) = cog ¥)

Exo0143:

X

Déterminer les fonctions fR — R continues sui® vérifiant OxOR , f(x)—ZI f(t)cof x-t) d=:
0

Exo144 :
Déterminer les fonctions f de clasé surR telles quedxOR, f'(x)+ f(-x) =&



Ex0145 :

Déterminer les fonctions f dérivablesr R telles queld(x, y)OR?, f(x+y) =¢ f( 3+ & { ¥
Ex0146 :

Soit f une fonction de clas€ surR telle quelim (f (x)+ f'(x))=0

X — +oo

Montrer que lim f (x)=0

Exo0147 :
Déterminer les fonctionsf : R — R continue vérifiant I'équation :
OxOR, f(x)+J'(x— t) f(t)dt=1- x

0



