Saint Rémi : MP ( programme 2022 )
David Corneillie

Chap A3 :
Séries numériques et vectorielles

Des définitions et des propriétés ( Rappels de MPSI ) :

Def: On dit que la série an de réels est convergente lorsque la suite (Sn) définie par S, = pr est
=0

convergente. Soit S =lim ZX = Zx la somme de cette série convergente.

}14)00 =0
On appellera alors S, = pr la somme partielle d’ordre n et R, = z x, le reste d’ordre n

p=0 p=n+l
Attention : aux notations

Z)cn correspond a la série de terme général x,, on ['utilise par exemple pour dire Z— est
. 1
divergente et Z—z est convergente.
n

pr correspond a la somme partielle, c’est une addition de termes, elle existe toujours par

p=0
4 n(n+1 n (] 1 1
exemple ) p = (7+1) ou Z(——_jzl__
500 2 m\p p+l n+l
an correspond a la somme d’une série convergente, on ne peut donc [’utiliser qu’apres avoir
n=0
+00 1
Justifier la convergence, par exemple 2(———1) 1 ou Z— =—
1\ n+
. L 0 . . 0 1
Prop : Les séries geométriques ZQ convergent si et seulement si |q| <1 et Zq = 1—
n=0 - (]
Attention : Zq” =
n=p 1-g
— 1 1 1 1 &1 11 1
Exemple : Y —=———-=— Y —=———=—
n=3 2’” 81 l 4 n=2 3” 91_1 6
2 3

n +00 n
;. X X
Prop : VxeR, la série — converge et ) —=¢e"
n! = n!

Dem : On utilise la formule de Taylor a l'ordre n

n

f(x)=¢" :zif(k)(O)J%f(”)(t)dt = x_+j‘-(x—'z)” e'dt

im0 k!

n! n!

0 _ n _ n
e’ —Sn‘ < jue’dt S@(l—ex) —0
( pour les limites nulles on utilise la formule de Stirling )
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Th : Les séries de Riemann ( Bernhard 1826-1866 ) zia CVea>1
n

Th: Si Zx converge alors (xn) converge vers ()
Dem: Ona x,=§,-S,,>5-5=0

n-1

Attention : lim l =0 or z DV

n—>+0 n

Exo : Soit une suite (un) reelle positive et décroissante telle que la série Zun converge.

Montrer que u, = 0(1]
n

Comment justifier qu’une série est convergente ? :

Critere sur les séries de réels positifs

Th : Une série a termes réels positifs est convergente si et seulement si la suite des sommes partielles est
majorée : AM >0 tel que Vn, S, <M

>0 et majorée donc elle est

n+l

Dem : (<:) La suite (Sn) est croissante car S, ,—S, =u

convergente. Ce qui assure la convergence de la série Zun
o0

(:>) La suite (Sn) est croissante et convergente donc nécessairement S, < Zun . Ce qui assure

la majoration de la suite (Sn)

Th : Soient ZMn et Zvn deux séries a termes positifs telles que u, <v, on a alors les résultats suivants

Z\/n CV:Zun CV et Zun DV:Zvn DV

Dem : Si u, <v, alors S, =Zup <T = va

p=0 p=
Si Z\/n CV= (Tn) est majorée donc (Sn) aussi et Zun crv
la seconde assertion est la contraposée de la premiere

1 1
Exemple : u_ = < =v or v CV=>u CV
P " nlnn n21n2 g z " Z "

L z DV =S u, DV
n
Corollaire : Zun et Z\zn deux séries a termes positifs vérifiant v, =o(u,) ou v,=0(u,) alors

Du, CV=>v, CV

3
Exemple : unzln—nzo € car nzunzlnTn—)O or Z% CV:Zun crv
P 3

2 3
n

n2
Th : Soient Zun et ZVn deux séries a termes positifs telles que u, ~v, alors les deux séries sont de

méme nature.
1 1 3
N<=v, =>—v <u <—v
2 2 2

Dem : On pose 5=%,p0urn >N,
Si Y, CV:z%vn CV=>u, CV

SiYu, CV:Z%V,, CV=>Yv,Cr
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1 1 1
Exemple : u, :W~n_2 or Z? CV:>Zun cr

u, :sin(zin] ~[%) or Zzin CV= Zun crv

Une méthode consiste a utiliser un DL en — afin de trouver un équivalent
n

Sia;tO,an DVG
Si x, :a+2+%+0(%j alors sia=0, b#0, ZXn DV
n
Siazb:O,an crv

n n
Exo: u, = e_(l_i_ljn - e_e"ln[pr%] - e_e"G‘ﬁw[le — e_el_iw(ﬂ = e(l—l+i+o(ljj :i+0(lj

n 2n

donc la série diverge

La régle de Riemann :
Si (un) est une suite de réels positifs qui vérifie limn“u, =0 avec a>1 alors Zun est convergente
n—>o0

. Inn . ,
Ex: Sip>1,et uy=—7—,0na n“u, —0des que > a, la convergence est assurée lorsque o >1 on

n’’
prendra o = =4
2
Lien suite-série :
Prop : Tout probleme de convergence ou divergence de suites peut s’exprimer en terme de séries en effet
Si (xn ) est une suite alors (xn ) = Z(xm -X, ) cv

Dem - on définlt yO :x() b yn :xn+1 _xn’ Sn :iyp :y0+i(xp+l _xp):an
p=0 p=l
(x,)CV < (S,)CV o>y, CV e Y (x,,-x,) CV
Rem : On peut aussi prendre (xn)CV = Z(xn —xn_l)CV
n’+1

pe _2n+2len(n2 +1)—1n((n—1)2 +1) soit v, :ln(n2 +1)

Exemple : u, = ln(

(v,)DV <> u, DV

Exo : Etudier la nature de la suite définie par a, = (n + 1) ln(n + l) -n— ln(n!)

Les séries alternées :

Def : On appelle série alternée toute série an ouxx, <0 ( x = (—1)" )

Th (critere spécial des séries alternées ou regle de Leibniz) : Si (en) est positive et décroissante vers ()

alors Z(—l)" g, est convergente, R estdusignede u,, etona VneN, Rn| <&,
Dem : On montre que la suite des sommes partielles (Sn) est convergente
Sonea =S80y Ty ¥l = Eyyp =5, 0

S
S2n+l -

(S,,) est décroissante, (S,,.,) est croissante et la différence tend bien vers 0

2n+l SZn—l = u2n+1 +u2n = _82n+1 +€2n 2 0

Sy, =y, ==65,, >0

Ce qui assure la convergence de la suite (Sn)
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On aura, de plus, S, ,,<S<S, = |R2n| =S5,,-S<¢,,, et |R2 =5-8,,.,.5&,.,

n+1|

+00
= z upzS—SZnSO oru, <0etR, = z u, =5-5,,,20 oru,, ,=0

p=2n+l p=2n+2

Rem : Si u, est alternée &, =|u
n
(-1)

1 , . Lo
Exemple : u, =~—— , on pose &, =—, la suite (&,) est positive, décroissante et tend vers 0 donc E u,
n n

n

est convergente
2 Inn Inn , .. L . .
u, = (—1) ——, on pose &, =——, la suite (8n) est positive, décroissante a partir du rang 3 et tend vers
n n

0 donc Zun est convergente.

2 3 2
. X x v X
Exo : Montrer que si x>0 alors 1—x+?—zﬁe Sl—x+7

OO n

—orsi x20,u, = (—1)” x_' veérifie les conditions du CSSA
o ! n!

3
(1 X +—) =R, est du signe de —% donc négatif
x’ x*
(1 X +?—?) = R, est du signe de al donc positif

La convergence absolue :

in

- . e
Exemple : La série Zun ou u, =— est absolument convergente

n
Prop : Dans un espace vectoriel normé de dimension finie : CVA = CV

Dem : Dans le cas réel
Ona u; =max(0,u,) et u, =max(0,—u,) qui vérifient u; <|u,| et u, <|u

Zun CVA:>Zu; et Zu; CV oru, :u;—u;:>2un cv

n

Dans le cas complexe
Ona ‘Re(un )‘ <lu,| et ‘Im(un )‘ <|u,| or u, =Re(u,)+ilm(u,)

Exo (utilisation des séries géométriques) : Calculer Zx” sin(n@)

n=1

1) Compléments sur les séries numériques

1°) La regle de d’Alembert :

Th : Soit une suite de réels strictement positifs, s'il existe ke ]0,1[ tel que pour n>n,, ~*L <k alors la
X

n

k
série convergeetona R, < _kx”

. X ST
Par contre si k>1 et —L >k alors la série diverge
X

n
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X , , ,
Dem : Comme —*L <k on obtient par récurrence x, <k"x,, or Zk” converge donc an aussi
x

n

Zx <x2k = Lk

p=n+1

De méme 1 >k=x,2xk" = x, DV
X

n

Regle de d’Alembert ( Jean Le Rond d’Alembert 1717-1783 )

u
Soit une suite de réels strictement positifs telle que lim—*1 = L

n—>0 un
Si L <1 alors la série est convergente
Si L > 1 alors la série diverge
Dem : ¥e>0,3N tel que sin>N=|21 _[|<ce=mL-g<driopyg
ul’l un
Si L<1, on pose 5:%3L+5<132“n crv
. L-1
Si L>1, on pose EzT:L—8>IZ>Zun DV
Si L est infini on aura pour n> N, " > 5 done Zu DV
u?‘l
Rem : Si lim Zr#t = 1, on ne peut pas conclure
n—>0 un
1
Voir les exemples avec u, =—— et Zu DV, u, - et Zun crv
n+l (n+1)
3 3
n! n+l 1
Exemple : u, =( ) ona Lrl = (n+1) — — donc Zun converge
(3n)! u, (3n+1)(3n+2)(3n +3) 27
Exo : Déterminer lim
n—»+w 2n!
_ 3" u,, 3
Soit u, = == —>O:>Zu CV=lmu, =0
(Zn)! u, (2n+1)(2n+2) n—>+0

. f . p u 2 1
Exo : Soit Zun une série a termes strictement positifs vérifiant : - =1-=+ O(—zj .
u n

n

Montrer que Zun converge

2°) Comparaisons série et intégrale :

Th : Soit f : [0,+oo[ — R" une fonction continue par morceaux et décroissante

Alors la série de terme général u, = .[ f (t)dt— f (n) pour n>1 est convergente

n-1
Et z f (n) converge si et seulement si la fonction f est intégrable sur [a,+00[

p+l P
Dem : Par la décroissante de f on aura I f(t)de< f(p)< I f(¢)dt

p p-1
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n+l

Donc J- f(t dt < Zf )+ If(t)dt, on utilise le critére de comparaison
0

On a zmmedzatement 0<u, Sf(n—l)—f(n), or la suite (f(n)) converge donc la serie

> (f(n=1)=f(n)) est convergente

Rem : Ceci redonne une démonstration a la convergence des séries de Riemann

1
nin(n)

A retenir : Soit f : [O,+oo[ — R" une fonction continue par morceaux et décroissante alors

Exo : Etudier la convergence de la série de terme général u, = sin>2

n+l

j f(r)drsiof(p)Sf(o)+ff(z)dz

Dem : La fonction est décroissante, on obtient avec les aires de rectangles entre p—1, p et p+1
p+l n+l

jf )yde< f(p jf dt:>jf dt<2f (o)+2f(p)sf(o)+ff(z)dz

Exo : Déterminer un équivalent de S, z !
Skink

Th: Soit [ : [0 +00[—>R+ une fonction continue par morceaux et décroissante, Si z f (n) est

convergente on a l’encadrement suivant J. f(Hde < z f(k)< I f(t)dt

n+l k=n+1

Dem : La fonction est décroissante, on obtient avec les aires de rectangles entre p—1, p et p+1
pil +o0
jf de< f(p jf dz:»jf dt<2f jf(t)dt
n+l p=n+l n
L’existence de .[ f (t) dt est assurée par l’intégrabilité de f sur [n, +OO[

0

, . Lo e 1 =1
Exo : Déterminer un équivalent a ['infini de R, = z — etde T, z =
k=n+1 k=n

3°) Comparaisons des restes et sommes partielles

Th : Soient Zun et ZVn deux séries dont Z\/n est a termes positifs telles que u, =o(v,)

0 0
Dans le cas ot Z\/n est convergente on a Z u,= 0( Z vp]

p=n+1 p=n+l

n n
Dans le cas ou Z\zn est divergente on a Zup = O(Z vp)
p=0 p=0

Dem : Y& >0, 3N tel que si n>N:|un|<£vn

Dans le cas ou Zvn est convergente, sin > N

< i ‘up‘égi vp:>Rn :o(R'n)

p=n+1 p=n+1

p=n+1

Dans le cas ou Z\/n est diverge, alors S' — +oo
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u,
p=0 p=0 p=N+1
n N
u, Z‘”p‘
=0 =0
Alors 2 <z +e—>0=8 :o(S')
n n n n
Yo Yo
p=0 p=0

Exo : Soit (un) une suite de réels qui converge vers L, montrer que la suite de terme général —Zup

converge aussi vers L ( c’est le théoréeme de Césaro )

On pose v, =|un —L|=0(1), or Zl DV:ivp =0( n lJzo(n)
p=1 p=1

lzn:u —L—li(u —L)Sli‘u —L‘zlzn:v =0(1)

nes "’ n ’ nsst? nés”

p=1

Th : Soient Zun et Zvn deux séries a termes positifs telles que u, ~v,

Dans le cas ou une des deux séries est convergente alors on a Z u,~ z v,
p=n+l p=n+l

n n
Dans le cas ou une des deux séries est divergente alors on a Zu b va
p=0 p=0
Dem : On utilise u, —v, = o(un)

Application : On a zl ~Inn

k=1

Dem : ln(n+1)—ln(n):ln(l—i-lJ~l or zl diverge
n) n n

n

Zm(u—j: n(n+1)~ Zl

p=l p

n

La constante d’Euler : Z%—ln(n)%y € ]0,1[, donc Zn:% =lnn+y+ 0(1)
k=1

n—>+w0
k=1

Dem : On pose v, =u, —u, | et on montre que Zvn converge

1 1 n—1) 1 1 1 1 1
v =——In(n)+In(n—-1)=—+1In =—+In|l-— |=——+0| — |=0| —
" n () +1n(n-1) n (nj n ( nj 2n’ [nzj (nzj
Z(un —uH) CV = (un) CV , on notera y sa limite (on l’appelle la constante d’Euler )

1 L
La fonction f: t +— — est positive décroissante sur [1,+oo[
t

p+l n+l n n n

[ r()de<r(p) jf dt:>1+_|'f (t)de< £ (1)+ f(p):1+f(2)+2f(p)£%+jf(t)dt

p p=l p=3 2

l+In(n)-n2<1+In(n+1)- 1n2<2—<;+1n() 1n2:0<1—1nzsuns%—1n(z)<1
plp

donc y € ]0,1[

3n 1
Exo : Déterminer la limite de Z—
k=n

Chap A3



Application : la démonstration de la formule de Stirling : n!~n"e "\ 27n

Dem : On considere w, = .[ In(¢)dt—In(n) pour n>2 :

n-1

" =nlnn—n—(n—l)ln(n—l)+n—1—lnn:—l—(n—l)ln(l—%j:;—;—éjto(%jDonc
> (—i -~ W”j est convergente

Notons Z(—%—WPJ:S+0(1)

> w, = [In(r)de=In(n) =nlnn—n+1-In(n)

=2 1

ln(n!):nlnn—nﬂ—iwp :nln—n+1+lil+5+0(l)

p=2 P:2p
ln(n!):nlnn—n+l+llnn+l}/+S+o(l):nlnn—n+l+llnn+L+o(l)
2 2 2 2 2

. — L 1 L — L
Finalement, n!=n"e "\ne voll) _ oy vne " notons K =e

/2
On considere maintenant C, = j cos"(¢)dr=C, :n—lCn_2
n
0
2
2p)! 27 p!
poi ¢, = LCPLT o )
(2pp!) 2 (2p+1)!
orC . <C <C =S 1t Cu 0
¢, n+2 C

n n

2l e Voo AT
ptl 2 2p+1 (Czp) :>C2P 2\/;

2p ) ~K(2p P 2p
R TR
(2”p!) ~K222"p2"e’2pp

Finalement, C,,C,

" 2K \p

4°) Exemple de calcul de somme :

Un exemple intéressant :

1 1 1 1 1 1( 1 . - 1
U=——"+—-="—- + =85, =—+—= ——— | ainsi la série converge vers —
n(n+1)(n+2) 2n n+l 2(n+2) 4 2\n+2 n+l 4

0 2 _
Exo (utilisation de [’exponentielle ) : Calculer ZM

n=0 (n)'

Exo (utilisation de la constante d’Euler ) : Montrer que z; =2In2-1

o n(4n2 - 1)

Exo : Montrer que i (_i)l =In2
n=0 n

Exo (utilisation des séries alternées ) : Calculer Z(—l)" ln(l +lj
n

n=1
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11 ) Séries dans un espace vectoriel normé de dimension finie :

1°) Définition :

Def': E un espace vectoriel normé de dimension finie, (xn) une suite de points de E, on dit que la série de
n
terme général x,, notée an , converge lorsque la suite (Sn ) = pr est convergente. Soit
p=0
B= {el,ez,...,ep} une base de E ou p est la dimension de E
P
La convergence de la série de terme général x, = in e est équivalente a la convergence des p séries

i=1

coordonnées le. 0

(G

3
Exemple : La série ZAn ou A = " " .| estconvergente
)
n’ n
’o. \ 1 (_1)” . ina .
Exemple : La série ZZn ouz,=—+ 1 est convergente et Ze est divergente
n n

2°) Convergence absolue :

Def': On dit que la série Z)cn est absolument convergente si Z x,|| est convergente

Prop : Dans un espace vectoriel normé de dimension finie : CVA = CV

Dem : Vie[[l,p]] ,

u,;|< ||un || =max|u, ;| = Vi, Zun,i CVA dans R

Application : Le théoréeme du point fixe dans un espace de dimension finie
Toute fonction contractante en dimension finie admet un unique point fixe
Dem : f est donc une contraction dans un espace de dimension finie

On considére x, € E et x,,, = (x,)
|

Ona :Hf(xn)—f(xnfl) <k
£k| aveck<1:2wn CVA donc CV

Finalement la suite (xn) est convergente et sa limite vérifie L = f (L) car f est continue

xn+1 _xn X, =X -1

n n

Onpose w,=x,,,—Xx,, W, w,

no

Reste a établir l'unicité, on suppose qu'il existe deux points fixes a et b alors

|7 (@) (5)| =] < kla—b] 0ic k<1=a=b

3°) Les séries géométriques :

On se place dans une algebre normée de dimension finie ( c’est-a-dire possédant une norme qui vérifie
||uv|| < ||u||||v|| ), si I est [’éléement neutre de cette algebre on a

Yu € A tel que ||u|| <1, Zu” est convergente et (l—u) est inversible
On a alors (l—u)_1 = iu”
n=0

Dem : On a Hu”” < ||u||n or ||u|| <l= znu

"CV =) u" CvA
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(l—u) y u? =1-u"" 51

p=0

Exemple : Sur I’ensemble des complexes ZZ” CV vers = |Z| <1

-z
Th: M, (R) est une algebre normée

Dem : Pour toute matrice A de M, (R) on note ||A|| =, /tr( ’AA) .
On va montrer que ||AB|| < ||A||||B||

Posons C=A4B=c;, = iaikbk avec le choix de la norme ||AB|| = ZZCU = 22(2 alkb,g]

k=1 i=l j=1 i=l j=1

Considérons un instant le produit scalaire de R", il vérifie l'inégalité de Cauchy Schwarz

2
(e < =[S | <33
bone (St | <S55 = ol < 35S 500 |- 535 -1 Lol
k=1 =1

i=l j=1 i=l k=1 Jj=1 k=1

Exemple : Soit une matrice A qui vérifie ||A|| <1 alors I, — A est inversible

> A" CVvers (1,-A)"

4°) Séries exponentielles :

Def: Dans une algebre A normée de dimension finie, la série de terme général ,Vue A est
[ee) n
u
absolument convergente et on pose : Z = exp(u)
n!

0

n

1, 1] .
== —l < u — 0<1 ce qui assure la convergence absolue
n! u n

n

Dem : On pose u, =

Exemple : Calcul de I’exponentielle d’une matrice

1 11
0 1 0 0

A= , B= ,C=A4+B,D=|0 1 1
0 0 1 0

0 01

111 ) Rappel sur la sommabilité d’une famille de complexes

1°) Familles sommables de réels positifs :

Def': La famille (ul. )I,e , de réels positifs est sommable si ['ensemble des sommes Zui ou J est une partie
ieJ
finie de I, est majoré

Dans ce cas on appellera la somme de la famille Zui =sup Zui
iel Jal ey

Rem :Si =N, (un )neN est sommable si et seulement si Zun est convergente
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Th de sommation par paquets : Soit (u,. )161 une famille de réels positifs, soit A une partie de N, si

(In )neA est une partition de I alors la famille (ul. )l_d est sommable si et seulement si pour tout n la famille

(u, )idn est sommable et la famille (Z ulj est sommable .
neA

iel,

Alors on aura si A=N, Zul:i(zu,), A=[Lk], Zuizi[z“ui]

iel n=0 \_iel, iel n=1 \_iel,

Rem : La famille (ZulJ est sommable signifie que Z(ZulJ converge
neN

iel, iel,

< =1 7
Ex : Calculer sachant que Y —=—
zo (2n+1)° 1 Z‘ n’ 6

2°) Familles sommables de complexes

Def': La famille (uk )kE , de complexes est sommable si et seulement si la famille (|uk|) est sommable

kel
Rem : Lorsque I =N, la famille (un) est sommable si et seulement si Zun CVA

neN
Prop et def': (u, ) .., deréels est sommable si et seulement si (u,:' )k et (u,; )k | sont sommables.
€ € €

Alors on aura par définition Zuk = Z”; —z uy

kel kel kel
Dem : (=) Ona 0<u; <|u,]

VJ c I, de cardinal fini : Zu; < Z|uk| < Z|uk| =M= (u,f) est sommable

kel
keJ keJ kel

De méme 0<u, < |uk| donc (u,: )k | est sommable
€

(<) Onalu|=u; +u;
VJ c I, de cardinal fini : Z‘uk‘ SZuZ +2uk’ SZu,j +Zuk’ =M, +M,

keJ keJ keJ kel kel

Donc (u, ),., est sommable

Prop : (u, )kE , de complexes est sommable si et seulement si (Re(uk))kel et (Im(uk))kel sont sommables.

Alors on aura par définition ZMk = ZRe(uk)H'z Im ()

kel kel kel

Dem : (:>) Ona OS‘Re(uk )‘ S|uk|
VJ c I, de cardinal fini : Z‘Re(uk )‘ < Z|uk| < Z|uk| =M = (Re(uk ))kEI est sommable

keJ keJ kel

De méme OS‘Im(uk )‘ S|uk| donc (Im(uk ))kd est sommable

(<) Ona |uk|S‘Re(uk)‘+‘Im(uk)‘

VJ c I, de cardinal fini : Z‘uk‘ < Z‘Re(uk )‘—i—Z‘Im(uk )‘ < Z‘Re(uk )‘—i—Z‘Im(uk )‘ =M +M,
keJ keJ keJ kel kel

Donc (u, ),., est sommable
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Th ( de sommation par paquets ) : Soit I un ensemble dénombrable, soit (u,. )I,e , une famille de complexes,

soit A une partie de N, si (I, )neN est une partition de I alors la famille (u, )ie[ est sommable si et

D,

iel,

seulement si Yn € N la famille (|”i|),-61 est sommable et la famille ( ] est sommable
ned

Alors on aura si A=N, Zui:i[z%], A=[1k], Zuz:i(z%j

iel n=0\_iel, iel n=1\_iel,

2,

iel, iel,

Rem : La famille (

J est sommable signifie Z[Z ui] converge absolument
neN

oo [ n oo 2 +00
Exemple de calcul : Déterminer Z@ sachant que ;% = % et calculer ; (3n+1)!

Th : Soit o une bijection de I, alors la famille (u, )., est sommable si et seulement si la famille (ug(l.))

iel
est sommable et on aura Zui = Zua(l.)
iel iel

Dem (:>) La famille (ul. )l, est sommable donc il existe M >0 tel que pour tout partie finie J de I on

ait Z|ul| <M , pour tout bijection ¢ de I, on note v, = Uy si J est fini alors O'(J) [est aussi alors
ieJ

Z|v|— Z)|uk|SM donc (vl.)iel est sommable

ieJ keo(J

el

( ) On applique le sens direct avec la bijection ¢

1l reste a justifier que Zul_ = Zua(l.) , on le prouvera dans le cas réel positif
iel iel
VJcl Zuam < ZMi = ZMUU) < Zui
ieJ iel iel iel
L’inégalité dans I’autre sens s établit en utilisant '
L’égalité dans le cas réel se démontre en utilisant Zu[ = Zuf - ZM;
iel iel iel

Dans le cas complexe on utilisera ) u, = » Re(u,)+iY Im(u,)

kel kel kel

3°) Des exemples de familles non sommables

Exo I : z =1n2, or la famille n’est pas sommable car si on considere la bijection de N
n=0 n+

n—2p sin:3p e |
o:yn—=>4p+1 sin=3p+1, on aura alors ZL
) ,,200'(1’1)4-1 2
n—>4p+3 sin=3p+2

1
Exo 2 : V(p,q)eNz,uM = sip#q etu,,=0

2 _qz
0 0 2
On obtient Z(z%q]:— et Z(Zum] -——
=0\ _¢=0 q=0\_ p=0
Ainsi (upq)( e ™ ‘est pas sommable
? p.q)€
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4°) Séries doubles de réels positifs :

On considere le cas particulier des familles sommables en prenant I = N

Def : Soit (up’q) ou (p,q) e N* une famille de réels ou complexes, elle est dite sommable s’il existe un

réel M tel que pour toute partie finie J de N7, Z ‘up,q‘ <M

(p.q)et
On notera alors sa somme S = z u,,=-sup Z u,,
(p.q)eN? JEN (p.g)ed

( on dit aussi que la série double est convergente )

Th : Soit (up’q) ou (p,q) e N* une famille de réels ou complexes, elle est sommable si et seulement si la

série de terme général w, = z u,, est convergente absolument

p+q=n
o0
onadtors 3 Y, |- 3w,
n=0\_p+g=n (p,q)eNz

Dem : C'est un cas particulier du théoreme de sommation par paquets
I=N’etl = {(p,q) el,p+q= n} forme bien une partition de |

Pour toutnon a Card(1,)=n+1

Donc la famille (upq)( el
’ P.q)&l,

Par le théoréme de sommation par paquets, (u ’. q)

est toujours sommable, ce qui assure [’existence de w,

sommable si et seulement si (w )neN est

(p.q)eN? "

sommable ( c’est-a-dire ZWH CVA)

. o (p+q)! (1Y
Exo : Etudier la famille définie par U, = PR
p:q:

Th (inversion des sommations des suites doubles de réels positifs dit de Fubini )
Soit (up,q) ou (p,q) e N* une famille de réels positifs. Elle est sommable si et seulement si pour tout q

g €L quela serie z S (q) soit convergente

fixé dans N la série Zu ,.q €St convergente vers S(q)= Zu
P p=0
(on a la méme caractérisation en permutant p et q )

On a alors i(iuw{] = i(iu%ffj = Z Upyg
q=0 \ p=0 p=0\_¢=0 (p.q)eN?

Dem : On utilise deux fois le théoreme de sommation par paquets
Soit pour q fixe, I, =Nx {q} , la famille (Iq) . forme une partition de N°
qe

Donc (up’q)(p,q)EN2 est sommable si et seulement si (up’q) est sommable vers S(q) et

(p-q)el,
(S(q))qu est sommable. On aura alors z u,,= i S(q) - i[i”m]
(p.q)eN? q=0 =0 \_p=0

Soit pour p fixé, J, = {p} xN, la famille (Jp) , forme une partition de N*
PE

Donc (up,q )(p’q)ENz est sommable si et seulement si (up’q) est sommable vers T(p) et

(p.a)es,
(T(p))peN est sommable. On aura alors z u,, = iT(p) = i(iumj
(p.q)eN’ p=0 p=0\_g=0
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Rem : Dans le cas ou (up’q) ou (p,q)eN2 une famille de réels ou de complexes, on applique le

théoreme précédent a la famille (‘um ) ou (p,q) eN°

1
Exo : Etudier la sommabilité de la famille u, , = — pour p=2,et q=2
p

Calculer la somme de cette famille

Exo : Soit la famille définie par u,, , = étudier la sommabilité

2 27

P *q

5°) Le cas du produit de Cauchy de 2 séries absolument convergentes :

Def'et Th : Soient deux séries absolument convergentes ZMn et Zvn
On définit le produit de Cauchy par la série de terme général w, = Z u,v,.

p+q=n

Alors la série Z w, est absolument convergente et on a Z w, = (z u, j(z an
n=0

n=0 n=0

Dem : La convergence est établie en utilisant le théoreme de Fubini a la famille x, =u,v,.

L'égalité découle ensuite du résultat de la sommation par paquets

X

Exo : Soit x ]—l,l[ calculer sous forme d’une somme "
+Xx

1 6”
Exo : Soit la série de terme général w, = —

3” ( p)!

Justifier que cette série converge et préczser sa somme

y CU Y
Tl e

Prop : Si a et b commutent on retrouve la formule exp(a + b) = exp(a) exp(b)

Exo : Etudier la série de terme général w, = pour n#0
p

n
;o a

Dem : Les séries E
n

a_bq i pbnp 1 n( )a"b”p:(a+b)n
)2

Cauchy, w, = —
s 2l a5 e

D'otl iwn =exp(a+b)

n=0
Def : Dans le cas complexe, on définit exp(z) comme le complexe de module ™ erd ‘argument Im(z)

Par prolongement on définit également le sin, cos, sh et ch d’un complexe

Exo : Résoudre I’équation cos(z) =2 dans C

-2 -1 2
Exo : Retour a l’exponentielle de matrice avec A=| —-15 —6 11|, on utilisera (A -1 )3 =0
-14 -6 11
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