Saint Rémi : MP
David Corneillie

Chap A3 : Exercices vus en classe ou a faire

1) 11) Séries numérigques

Exol :
Déterminer la nature des séries de terme général

1 1 .( 1)
u,= ; U, =—F——=; U, =9n —
" zn+1 n(n+Inn) 2"

Exo2 :

. . , 1\"
Déterminer la nature de la série de terme général=e- (1+—)
n

Exo3:

2

Déterminer la nature de la série de terme général= (1+—) e
n

Exo4 :

n

(n+1)(n+2)...(2n)

Déterminer la nature de la série de terme générak

Exo5 :

) . - . Inn
Déterminer la nature de la série de terme générak (-1)" —
n

EX06 :
n 2n-1
n(n+1)

Déterminer la nature de la série de terme générak (-1)

Exo7 :

Calculer la somme de la série de terme générak
n(n+1)(n+2)

Exo8 :

Calculer la somme de la série de terme genérak Arctan(ﬁj
n+n

Exo9 :
A (. . (ny’
Déterminer la nature de la série de terme gené\da,l=m
n)!

Exo0l10 :

L . - . 2n+1
Déterminer la nature de la série de terme genéfal=1- nln(2 ])

Exoll :

Calculer la somme de la série de terme généga#m
n+

Exol2:

: L L. 1 1
Etudier la convergence des séries de terme genéral —— , u, = 5
ninn n(Inn)




Exol3:
Etudier la nature des séries suivantes

1 1 n®+1 :
u, =arccos| = |-arccos| — |, U, =IN| 5———= |, U, =) ———
n n n°-2n+2 ol p2+( p)

Exol4 :

On posea, =(n+1)In(n+1)-n-In( ) ety= a- @,

Quelle est la nature de la série de terme général montrer alors la divergence de la suite de terme
général g

On poseb, = a, + xln( n+1) et y= h— h,, déterminer x pour la série de terme générakceonverge
Ex015:

Le but de cet exercice est d’étudier un complérdena régle de d’Alembert pour les séries numeésque
lorsque cette régle ne permet pas de conclure tdineent.

: s : LU a ] . .
Soit Y u, une série a termes strictement positifs vérifia#tt =1-—+v,, a étant un réel donné et, v
u n

n

le terme général d’une série absolument convergente

U, a - -
On posew, = In( j +— , montrer que la série de terme géneérgl a@nverge absolument.
u, n

On pose S, = Z% etT, => w,, exprimerin(u,,,) en fonction de ST, , aet u.
k=1

k=1
Montrer que la suite(Sn —=In rﬁmo est convergente, on noteya sa limite

. . . A
Déterminer un nombre réel A tel qug~u—- lorsquen - +o
n

. : , : L . 2n)!
En utilisant cette technique, déterminer la natdecla série de terme général ( ) .
22 (n1)* (2n+1)

Retrouver ce résultat en utilisant la formule dielidg n! ~ n"e"v2nr
Ex016 :

Trouver un équivalent a l'infini dez —
k=n+1

Exo0l7 :
Déterminer a et b pour la série de terme=Inn+ aln( n+1) + dn( n+2) soit convergente

Ex018 :

Montrer quez =2In2-1

_ 1
n(4n” -1)
Exo019:
Les séries de Bertrand ( Joseph 1822-1900 )
Z; CV = (a>1) ou(a=1etB>1)

n”(h1n)ﬁ
Exo020 :
50“Un=§§k| k—WnUnn),monUerqueceHesuHeconvage
k=2 KIN
Exo21 :

Soit %, 0]0.1 et x,, = Zl/i OnON

Etudier la nature de la suitéXx, )



Soit z, =[1- x? , OnON, étudier la nature de la série de terme génézal

. . 2
Prouver la convergence de la serE W, ou w, = In( j

1+x,
Ex022 :
On considére la suitéS,) . définie par :S, = zi
p=1 P

Justifier I'existence d'un réet tel queS, =In(n)+y+ 1)
Ex023 :

(o] 2 —_ —
Calculer ZZn—Bnl

n=0 n!
Exo024 :

= n-1
Calculer  ——

nZ:;‘ n*+3n° +2n
Ex025 :

< 1
Calculer

; n(n+1)(2n+1)
Ex026 :
Calculer Zn—-:l

o 3
Ex027 :

— 1

Justifier 'existence et calculer la valeur Jg ———— 5
S1+2°+F +..4n

Exo28 :
Calculerix”sin(ne) eti X cos( 1) pour X]-11
n=0 n=0
Ex029 :
_n+1

. o y
Soit une suite réelléu,) telle queu, >0 et OnON*, - -
n

u

n

Montrer que la sériez u, converge
Ex030 :

. : . . . u 2 1
Soit une suitdu,) réelle strictement positive telle que™t :1__+O(Fj
u n o

n

Etudier la nature de la séri¢_u,
Exo031 :

Discuter suivant les valeurs de I'entier p la nagwle la sériez u,, u,=—=

Exo32:

(), .
P . . L2 tsint
Déterminer la nature de la série de terme genéugk j

w (1+1)

dt

Exo33:

Donner un équivalent a l'infini d&, = Z 21
k:n+1k ln k




Exo034 :
Soit )" a, une série de réels a termes positifs et la sitg telle que y=0

1
et U, =§( Y+ u+ af)
Montrer que si)_a, converge alors la suitfu,) converge

Exo035 :
SoientnON—{0,4}, a OR et S(n) = 1

n
k=2 k

3 . y ol
Montrer queS( n) < en deduire la nature de la série de terme gene%&la—)
n

Ex036 :
Soit la suite(u, ) telle que w0]0,77 et y, =sin( Y

. L - : , 1 1
Etudier la nature de la série de terme génaral on pourra introduire v, = ——-—)
un+l un
Exo037 :
] . - oo o (-D)°
Déterminer la somme de la série de terme genéyfa+ — —z
4 2p+l
Exo038 :
: : : 1 . :
Soit la suite de terme général = » ch —n. Etudier la nature de cette suite
. ; (x/n+ kj

Exo39 :

[ — p 1 n
On considéreR = > ﬂ Montrer queR, =(-1)"" = dx
p=n+l p 0 1+ X

Aprés avoir justifié la convergence de la s&¥i&R , calculer Y R,
n=0

Exo040 :
Calculer Z(—l)n In(1+1j
n=1 n
Exo41 :
Déterminer un équivalent a l'infini d§, = z 1
o= pInp
Exo42 :

Soit une suitdu, ) telle que)_n’u, converge, montrer qud_u, converge
Exo43 :

On donne(x,) une suite & valeurs darﬂ%,l[

L . + y
On définit alors la suit ary,=x, et =% ¥ Yo
éyn) p yO )% ¥+l 1+ Xn+l yn

Montrer que la suitd y, ) converge
Etudier la nature de la série de terme géendraly,

En déduire la limite de la suitgy, )

Exo44 :

Soit la suite définie pamu, =5, u,, =u’-5u +8
Montrer que la suite(u,) tend vers l'infini



n n 1
Montrer que( 1) =( 1) —( 1)
u,-3 u-2 U,-2

(- )

Déterminer la nature et la somme de la seE
u,

Exo45 :

00

. 1 , . P .
Soitv, = > —— déterminer un équivalent simple dge
p=n+1 pE + p§
Ex046 :
Soit une suitdu, ) réelle positive et décroissante telle que la série, converge

Montrer queu, = o(lj
n

1
Soit telle queu, =
( ) a 1+n2v

n

, montrer queZvn diverge

Exo47 :
Soient a et b deux réels non entiers naturelsgpeésa—b>1

n —
On poseu, #0 et y,, :—‘2 y,. Montrer quez u, converge
n —_—

( on pourra introduire a partir d’'un certain rang/, = n“u, aveca judicieusement choisi )
Exo48 :

°° In In( p+1
SoitT,= 3 (—1)‘[ (p)_In(p )}

p p+1
Justifier que la sérieZTn converge absolument, on pourra utiliser sans la adéner, I'inégalité
In(p+1) _ifInp, In( p+2)
p+1 2l p p+2

p=n+l

suivante ] pour p=5

Onnotevnz(—)lnTn et R=Y (- )TIO

p=n+1
ExprimerT, en fonction deR, etv,,,

Que peut on en déduire pour la séER1 ?

Exo049 :
(N
On considére pour tout nR, = z o
k=n+1
S 4k +5

Prouver queR,.., =2, (2K +2)° (2k+3)?

Pour tout entier k > 0, justifier 'encadrementigant :
k+3 + k+1
isdts 4k2 > _< j%
A (2k+2)"(2k+3)"  § 4
En déduire un encadrement &, ,, pour tout re1

En déduire les limites respectives des suites
Exo50 :

Calculer ZIn(l—izj
n=2

n




Exo51 :

définie parOpON’, &, = I§D|ODN &py = . Api2 = !

Soit la suite , = -
(8) 3p+1’ P27 3p+2

KON

3p 3p 3p
Montrer que) a, = > % Déterminer la limite de)_a, lorsque p tend versoco

k=1 k= p+l k=1

En déduire que la sérieZak est convergente et préciser sa somme
k=1

On considerey, :%cos(%rj pour k=1

L. 1
Montrer que la série) u, converge et que sa somme v 7
k=1

Exo052 :

Soit la suite définie pau, j—dt montrer que cette suite est convergente

Exo053 :

n
On considere la suite de ré€a, ) . telle queLima,qz a =1
p:
Quelle est la nature d&_ a’
n
On poseS, =Y & montrer queS,, ~ §,
p=0

En déduirelimS’ - S,

n-oo

Donner un équivalent da,
Exo54 :
Soit une suite de terme générgl= 0 telle quez u, converge

On posed, ——z ku,

k =1
Montrer que la suit§ o, ) converge vers 0

En déduire la convergence de la série de termergélrrgj:—1 et préciser sa somme
n

EXx055 :

On considére la suitfu,) - définie par :u,0]0,1], u,,, = u,~ W

Etudier la nature de cette suite

Montrer que la série de terme générgl est convergente

Que peut on dire des séri§|n{%} et >y,

EXx056 :

Calculerz 1 s 4.1 ., 1
no4n+1 4n+2 4n+3 4n+4

Exo57 :

Etudier la nature de la suitfu, ) définie paru, =0 et0n21 y = z[ ~2n

Ex058 :
On notel? I'ensemble des suites de réélg) telles qued_ x* converge

Montrer que si(x,) et( y,) sont deux suites de alors ) x,y, est convergente



En déduire que® est un espace vectoriel

Il ) Familles sommables, séries doubles et proddé Cauchy

Exo59 :
Soit ¢ (x) =in—1x pour x>1. Montrer quei(((q)—l) =1

n=1 gq=2

Exo060 :

Pournz1 et k=2, on définitu, =Wl+3)k-

Etudier la sommabilité de la famill@n‘k)
Exo61 :

n21,k=2

Etudier la série double deéfinie p&f, , =

Exo062 :

1 .
O(p,g)ON?, u, = > sipzqety =0

2_q2

Justifier 'existence et calculeZ(Z up,qJ

a=0\ p=0

Que pensez vous (ﬁ(i up’qj ?

p=0\ g=0
Ex063 :
Etudier la sommabilite de la familld , , = —; 1 5, P21, 0921
S pTtq
Exo64 :
la série d i

Soit la série de terme général = ) ——

generel ;2%- p)!
Justifier que cette série converge et préciserosarse

Ex065 :
Soitd(n) le nombre de diviseurs de I'entier n non nul

Prouver la convergence de la série de terme géne(al) "

Justifier Iégalité Sd(n)e" =3 -5
n=1 pzll_e b
EXx066 :
+00 1 +00 1 +00 1
lcul
Calculer Z; (3n+1)! Z; (an)1” Z; (5n)!
Ex067 .

_1\P (_1\4
Etudier la série de terme généraj = > (-1 (- pour n# 0

st P Va

Exo068 :

Soit (u,) OR", on pose pour tout entier w, :%ZZK U,
k=0

Montrer que siZun converge absolument anrEvn converge absolument et préciser sa somme en
fonction de celle d&_u,



On suppose qua, = 0(1), quelle est alors la limite de la suifs, )

Montrer que siz u, converge anrstn converge et préciser sa somme en fonction de @eIE u,

Ex069 :
Soit a un réel strictement positif

+00 —nNa

Montrer l'existence def (a) = ©

n=1

, on ne cherchera pas a calculér(a)

n

. L o 1) _ . )
Justifier la convergence de la série de terme g&ney =(Z—je”" pour =1 , puis exprimer sa
p=L
somme en fonction de
Exo70 :

. . o(n
Soit o une bijection deN dansN. On poseu, :—nzfn)n

Etudier la nature de la série de terme généarsal



