Saint Rémi : MP ( programme 2022 )
David Corneillie

Chap A4 :
Suites et séries de fonctions
Permutations limite et intégrale

1) Les suites de fonctions :

1°) La convergence simple :

Soit I un intervalle de =, E un espace vectoriel normé de dimension finie et F [’ensemble des fonctions de
1 sur E, on peut munir F d’une structure d’espace vectoriel

Def : Une suite de fonctions (f,,) définies sur I a valeurs dans E est simplement convergente sur I si et

seulement si la suite i,ﬁ! (x)],‘v’x € [ est convergente dans E
ie.: [,ﬁz) CVSversf surl <Vxel,Ve>0,3N tel que si n> N alors "fn (x)—f(x)”E <&
A+l S(x) — -

Ex : Soit f,(x) = =—, (f,) CVSsur]—1,1] vers f:{ 14x?
x=+1 )C‘[]_j — 1

six+=1

2°) Convergence uniforme :

Def : La suite de fonctions (f,,) définies sur I converge uniformément vers f sur I si et seulement si

tim [supllf, () - £

R=Te L eer

x"+1 1 .
E (fn) CVU sur [—a,a] vers f, f(x)z o ou a <1, pas sur ]—1,1[

=0

Exemple : Soit f,(x)=

X"+
Exemple : Soit f,(x)=x"e "™ sur | ", cette suite converge uniformément vers la fonction nulle sur

2 car lIf,ll = swplf, ()1 = £,(2) > 0
XEL

Exo : Etudier la CVU de f,(x) = nxe ™ sin(x) surs”

Rem : Si on munit F de la norme ||f||w1 =sup "f(x)”E lorsque f est bornée, la convergence uniforme
’ xel

d’une suite de fonctions est la convergence au sens de cette norme
ie.:(f,)CVU vers fsur I <Ve>0,3Ntel que sin>N,||f, - f| , <e

3°) Propriétés :
Prop : (fn) CVU vers f sur I:>(fn) CVS vers f sur I

Dem :Ve>0,Vxel, fn(x)—f(x)”S fn_f||w<5

Conséquence : La limite simple est la seule candidate a étre la limite uniforme
Prop : (fn) CVU vers f sur I,(gn) CVU vers g sur I:(/lfn +gn) CVU vers Af +g sur |

fi= 1. <

£
2|2
] B A

Dem : Ve >0,3dN tel que si n> N,

b

€
&, _g”w <§

Or ||/1fn +gn—/1f—g||mS|/1|

4°) Convergence uniforme sur toutes parties compactes :

Def : Une suite de fonctions définies sur I, qui converge simplement vers [ sur I, converge uniformément

vers [ sur tout compact de I, si la suite de fonctions (f %{jdes restrictions de ( fn) sur K converge

uniformément vers la restriction de fsur K , i.e. :

fo A1, =09, ()1 ()] 0

Chap A4 1



Ex: f t—>1t", (fn) CVu sur [a,b]c]—l,l[

5°) Etude pratique de la CVU d’une suite de fonctions de la variable réelle :

e FEnsemble de définition des fonctions f,
e FEtude de la CVS (on fixe x , on étudie la suite de réels f, (x) )

o On a trouvé le domaine I de convergence simple et on a construit point par point la fonction limite, on
se place sur [

Su(x)=1 (%)
1°cas : sign est bornée, U =supg, (x)
xel

si Un tend vers 0, la convergence est uniforme, sinon elle n’est pas uniforme sur I

e On fixe n et on pose g, (x) =

2° - 81 ’ bornée, | ]
cas : si gn n’est pas bornée, la convergence n’est pas uniforme

II Propriétés de la limite uniforme d’une suite de fonctions :

1°) Théoreme de la continuité :
Th : Si une suite de fonctions ( fn) définies et continues sur I qui converge uniformément vers f sur I alors

fest continue sur 1

Dem : Y& >0, 3N tel que si n> N,

&
ﬂ—fL<§

Or f, est continue en a donc si ||x— a|| <n=

|7 ()= (@) <]/ ()= £, ()] +

£ ()= @) <3
1) =1, @)+, (@)= £ (@) < |1, ()= £, (@) + 2] £, = 11,

Intérét : Si une suite de fonctions continues sur I converge simplement vers une fonction discontinue sur
1, la convergence ne sera pas uniforme sur |

Ex: f,(x)

> ne converge pas uniformément sur [

1+ nx

2°) Le théoreme de la double limite :

Th : Soient une suite de fonctions ( fn) définies sur I a valeurs dans un espace de dimension finie, a un

point adhérent de 1. Si (f,) CVU vers f sur I. Si chaque f, admet une limite b, en a alors la suite (b,)
converge et limb, =lim f'(x)
Rem : Dans le cas o I = [c,+oo[, ce théoreme s applique en +o qui est adhérent a |

Dem : Pour montrer que la suite (bn) converge, on introduit pour tout p la suite de terme général

w, =b,,,—b,, puisque la suite ( f,) CVU vers fsurl, ona Hfrﬁp — /||, >0
Ve >0, 3N tel que si n>N alors ||f,.,— f,| <& soit Vxel, ]”Mp(x)—fn(x)u<€
Faisons tendre x vers a ( possible car a est adhérent ) = anﬂv -b,|= | wll<e

Ainsi (wn) CVvers 0 = (bn) CV ( résultat admis ) vers b

Or [ (x) =] <] £ (x)= £, (x)]+

ﬁ(ﬂ—bm+wh—%<3§
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nx2e—nx

Ex:Si f,(x)= limf, (x)=n donc pas de CVU sur 1™

(1_e—x )2 Y

3°) Théoréme d’intégration sur un segment :
Th : Soit (fn) une suite de fonctions définies sur I telle que Vn, fu soit continue sur I, la suite (fn)

converge uniformément vers f sur tout compact de I. On considere pourael, Vxel, F J f

Alors la suite (Fn) converge uniformément vers x> J f (t) dt sur tout compact de 1

a

b b
En particulier on aura lim'ffn (r)dr= jf(t)dz‘

Dem : la CVU sur [c,d] donne |

fi= 1=

€ .
, on choisit un compact tel que a e[c,d],
—c

Vxe[c,d] ona (t)dt

F ()= [ £ (1)

<J1A ()= r (0ar o |1, (1)1 (1)

X

F,(x)-[f(¢)de|<(a

a

Soit

=)/, /1. <

1

Exo : Déterminer hmj 1 x) dx

n—>0

Exo : Déterminer la limite simple de f, (x) =nsinxcos” x sur {0, %}

2
Calculer I = If dx a-t’on convergence uniforme sur [O %} ?

4°) Théoréme de dérivabilité :
Th : Soit (fn) une suite de fonctions définies sur I telle que pour tout n, f, est de classe C' sur I, la suite

( fn) converge simplement vers f sur I, la suite ( £ ') converge uniformement vers g sur 1. Alors f est de

classe C' surlet f'=g

X

Dem : On définit Vx e, f,(x) = f,(a)+ [ £,'(t)dt et b, (x)= £, (x)~ £, (a)

a

La suite (hn) CVU vers x+— Ig(t)dt sur tout compact de [

Soit h I gt dt hest C' car g est continue ( limite uniforme de suite de fonctions continues ) et

h'(x)— ( ) Or (fn) CV vers x|—>h(x)+f(a)=f(x) donc fest aussi C' et f'(x)zg(x)

Rem : La CVU de la suite des dérivées est nécessaire comme le prouve cet exemple

1
fi(x)=yJx t

(f,) CVU vers f,f(x)=|x|
(f',) CVS mais pas CVU

f n'est pas C'
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5°) Utilisation de la convergence uniforme sur toute partie compacte :

Dans le cas, ou il n’y a pas de convergence uniforme sur I qui est ouvert, mais s’il y a convergence
uniforme sur tout compact contenu dans I, les théorémes de continuité et de dérivabilité peuvent
s appliquer sur K compact de I, ce qui prouve la continuité et la dérivabilité de la limite sur tout K de I,
donc sur I, sans qu’il y ait convergence uniforme sur |

6°) Le théoreme de la convergence dominée :
Soit ( fn) une suite de fonctions continues par morceaux de I sur [

( f ) converge simplement vers f sur I, f est continue par morceaux sur [

3@ continue par morceaux, positive et intégrable sur I telle que :

Vx, Vn |fn (x)| <@(x) (hypothése de domination )

Alors fet f, sontintégrables surl et ( L fn(t)dt) converge vers L f(H)dt
Dem : ( Hors programme )
Vx, Vn |fn (x)| <@(x) or lim f,(x)= f(x) donc |f(x)| < ¢(x) donc fest bien intégrable sur I.

n—+o0
Pour démontrer le passage a la limite on utilisera une hypothése supplémentaire a savoir que la
suite ( fn) converge uniformément sur tout compact

Soit 1 :]a,b[, on considere deux suites (ap) et (bp) d’éléments de I telles que (ap) converge

vers a et (b,) converge vers b

F(e)a=J r(oyad < 11 (-0t L 0 0aes s (- (0
o 1) (0] <2000 hp a

f f,,<r>—f<r>|drs2[

pel'(la,b[) donc lim bj p(t)de=[p(t)dr

p—>t0

S

b

¢(t)dt+T¢(t)dt] < Z{[(z)(t)dt—lif (p(t)dt}

a

f,,(t)—f(t)|dt+T

o

P

a

b by
Ve >0, 3p, tel que si p > p,, J¢(t)dt—_[(p(t)dt<%

P

b ap
A cette étape on choisit p = p, +1 ainsi J.|fn (t)—f(t)| dr + ‘an (t)—f(t)| de S%

b,

p étant fixe, [ap,bp} est une partie compacte |fn (t) —f(t)| <

1,11

o[ a,.b, ] -0
E
ofay8,] < 2(b,-a,)

b b

[ £, (e)de=] £ (r)de

a a

donc AN tel que si n> N,

1= 1

b,

D’ou J.

ap

£, (t) —f(t)| dt <§ et finalement <eg

t

de=0

Exemple : ,}HP@T (1 g )n
0 o1+

e—n

1+¢°
+00 5

dt |, en déduire la valeur de J e dr
0

£
I+—

n

n—+o0

o0
Exo : Déterminer lim I
0
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bx
, . ) cost .
Exo : Déterminer hng I ——dt ou a<b
X—>

111 Approximation de fonctions :

1°) Approximation uniforme des fonctions continues par morceaux :
Def : On appelle subdivision de [a,b] de [ , toute suite finie et croissante de points de [a,b] telle que :

a=x, <X <....<x,=b

Def : On appelle fonction en escalier sur [a b] toute fonction définie sur [a,b] pour laquelle il existe
une subdivision de [a,b], telle que la restriction de f a chaque ]xl,xl+1 [ soit une fonction constante

Th : Toute fonction continue par morceaux Sur [a,b] a valeurs dans un espace vectoriel normé de
dimension finie F est la limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier
Dem : Dans un premier cas, on suppose que f est continue sur [a,b], d’apres le théoreme de Heine, f

y est uniformément continue

Vnel”, 6‘:1 , dn >0 tel que ‘v’(x,x') si |x—x'|<77:>||f(x)—f(x')||<l
n n

b—
Posons p=E (_a} et partageons [a,b] en p+1 intervalles d’amplitude égale
n

. b— . . o
On construit a, =a+k , et la fonction en escaliers ¢, :[a,b] — F définie par

p+1
0, (x)=f(a,) si xela,,a,.,[ et ¢,(b) = f(b)ainsi
Vx €[a,b], 3k tel quexe[ak,akﬂ[:|x—ak|<77:>||f(x) ”—"f f(a,) ”

Finalement ||f—(pn <=

Si f est continue par morceaux, la restriction de f a ] z+1[ se prolonge par continuité sur [ X, ] ,
d’apres ’étude du cas précédent, f/[x \] €St la limite uniforme d’une suite de fonctions en escaliers
((oi,n) sur [xi’xi+l]

On construit alors @, (x) =g, (x),Vxe [x,.,xl.H]

Exo : Le lemme de Lebesgue
Soient a et b deux réels tels que a<b et f:[a,b] — £ continue par morceaux sur [a,b] alors on a

lim j f(t)e"de =

n—0

2°) Applications( informatique pour tous ) : le calcul approché d’intégrales
Si f est continue sur [a,b] dans =, on peut approcher f uniformément par ( gn) suite de fonctions en

b b
escalier, ainsi jf(t)dt = 1imJ.gn (t)dt

Le calcul approché d’une intégrale par la méthode des rectangles

Th : Soit f une fonction de classe C' sur [a,b], on pose R = b=a Zf(aﬂ’c b—a}
n n

k=1
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b

Alors |R —J.f(f)dt <M”f'”w

 2n

Dem : a, =a+kb_a, '[if(t)dt:z j f(t)dt

n

0

Le calcul approché d’une intégrale par la méthode des trapézes

n—1
Th : Soit f une fonction de classe C* sur [a b] on pose T —4 (Zf a, +f ak”)j
0
n—1
Enfaitona.'Tn— (Zf(a+k—] Zf( D
h (b-a)’, .,
Alors T —:!.f(t)dt < o ||f ”w

Dem : a, =a+k J.
A laide d’une IPP on a f(x—a)(x—ﬂ)f"(x)dx:(a—ﬂ)(f(ﬂ)+f(a))+2jzf(x)dx

a

Qg1 b—a 1 g1

Donc ;[ f(x)dx— > (f(ak)+f(ak+l))=5 J (x—ak)(x—am)f"(x)dx
J()a-r,|- [m)dx;( )(f(ak)+f<ak+1))]= z[gn)( )f"(X)de‘
e T e e ]

Exemple : Le calcul de In7 a 107 prés par les rectangles a besoin de n=1800 et de n=60 par la
méthode des trapezes

3°) Approximation uniforme des fonctions continues par des fonctions polynomes :
Def : On appelle polynomes de Bernstein ( 1880-1968 ) associés a une fonction f continue sur [0,1], les

polynomes suivants : B, (x) = Zn:{ZJxk (1 —x)n_k f(ﬁ)
n

k=0

Prop : Pour les fonctions f,:x+ x',i=0,1,2 ona i(njxp (1-x)"" =1, i(ﬁj[”jxp (1-x)" =x
p p=0 n

p=0
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S8t

Dem : z@x (1-x)"" =(x+(1-x)) =1

p=0

Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramétres (n, x)

B

p=0 P n
3

Th de Stone-Weierstrass ( 1903-1989 ; 1815-1897 ) : Toute fonction continue sur [a,b] a valeurs

complexes est la limite uniforme d’une suite de fonctions polynomiales sur [a,b]

Dem : On pose B, f)(x):i@ f(%)x”(l—x)”p. Ona ;(ijp(1_x)”" -1

p=0

done 8,1)0) = (5)= 3 ][ (£)-1 9} 1

p=0
Or fest continue sur [0,1] donc uniformément continue

f (f)— 7(x)
(1)) s ()< e2brl, 3 [0y

Ve>0,3n>0 tel que <n=

L_x
n

&
< —
2

1B,(/)(x)~ £ (x |<§+z@z(£—sz(”jxp(1—x)""’ car

p

2 2 _
DoncSz(n l)x +x—2nx" +nx _x(l x) donc sup S =

n n xef0.] 4n

En conclusion on obtient ”Bn f” <z + ”f”

Exo : Soit [ une fonction continue sur [0,1] telle que pour tout entier naturel n on ait

1
It"f(t)dt =0. Montrer que f est nulle sur [0,1].
0

1V ) Les séries de fonctions :

1°) Convergence simple et convergence uniforme
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Def : Soit ( fn) une suite de fonctions définies sur I dans un espace de dimension finie, on dit que la série

de fonctions Z [, converge simplement sur I si pour tout x de I la série de réels Z fn(x) est
convergente ; on note alors pour tout x de I, S(x) = Z f (x) la fonction S est appelée la somme de la
n=0

série, I’ensemble de définition de S correspond a I’ensemble de convergence simple de la série z f

Exemple : La fonction définie par u(x) = i(_—l) sur ]0,+oo[

X
n=l

Def : On dit que la série de fonctions converge uniformément vers S sur I si et seulement si
S (x ) - Z / P (x )
p=0

( ¢’est-a-dire que la suite (Rn) converge uniformément vers la fonction nulle sur I )

lim| sup =0

n—o0

xel

Prop : La convergence uniforme entraine la convergence simple
Rem : L’étude de la CVU nécessite dans le cas général la connaissance de la somme, pourtant le cas des
séries alternées est souvent trés utile car on posséde une majoration du reste

2 2

-1Y
Exo : Etude de la CVS et de la CVU de la série de fonctions définies par f, (x) = ( ) !
n +x

1) e™
Etude de la CVU de la série de fonctions définies par f, (x) = &
n

2°) La convergence normale :
Def : Soit ( fn) une suite de fonctions bornées sur I a valeurs réelles la série de fonctions Z f, converge

normalement sur 1 si la série de réels Z||f;7||w , ou |fn = sup|fn (x)| est convergente
’ ’ xel
. . . cos (nx)
Exo : Etude de la série de fonctions z [, définie par f, (x) =T 7
X +n

Th : Si une série de fonctions est normalement convergente sur I, alors elle y est uniformément :
CVN = CVU = CVS

Dem : VxeD, |u, (x)| <|u,||, ce qui assure la CVA donc la CV de la série ) u,
Soit R, (x) = S(x)—Sn (x)

0
R (x)| < z Hu p” — 0 comme reste d’'une série convergente, ce qui assure maintenant la CVU
o0
1

p=n+
(=)'~

n

Contre-exemple : La série de fonctions z ne converge pas normalement sur [0,1] mais converge

uniformément sur [0,1]

Th : S'il existe une suite de réels positifs (an) telle que Vxel,Vnell,

f,(0|<a, et Zan soit

convergente alors la série de fonctions est normalement convergente sur |

3°) Propriétés de la somme d’une série de fonctions :
Th de continuité : Soit z [, une série de fonctions continues sur I qui converge uniformément sur I alors

la somme est continue sur [

Dem : On pose Vxel, S, (x)= i:fp (x)
p=0
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S, est continue sur I et (Sn) CVU vers S sur I donc S est continue sur |

Th de la double limite : Soit Z [, une série de fonctions continues sur I qui converge uniformément sur I

a est adhérent a I et lim f, (x)=b,. Alors an CV et limifn an thf

n=0

Dem : On pose Vx €, S Zf llmS Zb
(Sn) CVU vers S sur I donc on appllque le théoréme de la double limite a la suite (Sn)

Exemple : La série — ne converge pas uniformément sur ]1,+oo[, car si c’était le cas, comme
n

111111L =l et Z DV ( l’étude de cet exemple peut se prolonger, la somme de cette série étant la
X—> n n

fonction dzéta )
Th d’intégrabilité sur un segment : Soit Z [, une série de fonctions continues sur I qui converge

uniformément sur I alors pour tout ael,xel la série ZI f dt converge uniformément vers

a

jiﬂ (t)dt. On a alors j.(ifn(x)jdx = iﬁfn(x)dx)

n=0
Dem : On applique le théoreme d’intégration de la limite uniforme d’une suite de fonctions en

posant Vx e l, S Zf

Exemple :

o'—.m~

Zt dt=In2= ,,Z(;z"“ ™)

Th de dérivabilité : Soit Z f. une série de fonctions de classe C' sur I telle que il existe a élément de I

tel que z £, (a) converge et si la série z /', converge uniformément sur I

Alors la somme est de classe C' sur 1. De plus on a di{ifn (x)} = ifn '(x)
X n=0

n=0
Dem : On applique le théoréeme de dérivation de la limite d’une suite de fonction en posant

VerS Zf etS Zf

(S,) CVSvers Ssurlet (S'n) CVUvers T surl

Le cas usuel d’utilisation de ce théoréeme est lorsque la série de fonctions converge simplement sur [

Remarque importante :
Comme pour les suites de fonctions, si une série ne converge pas uniformément sur I, mais
converge uniformément sur tout compact K de I, on utilise les théorémes de continuité et de
derivabilité sur K, pour montrer ainsi que la somme est continue ou dérivable sur tout compact de
1, ce qui prouve la continuité et la dérivabilité sur 1.

4°) Un bel exercice :

()"

—n+l

Rappel : In2 =
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On considere la série de fonctions de terme général u,
I-_l}?l+'_E—I?I+ZIx

u, étant définie de =. dans E par u,(x) = (n EN)

(n+1)(nt+2)
On notera alors U Zu
Montrer que U est définie sur [0,+oo[ , preciser U (0)

Montrer que U est continue, puis de classe C' sur [0,+oo[. Préciser U '(0)

Montrer que U est de classe C* sur ]0,+oo[. Calculer U'(x) + U'ix)
En déduire I’expression de U(x)

5°) Les théorémes de sommation dans L' ( ou ITT ) :

Thl ( cas positif ) : Soit (f,,) une suite de fonctions continues par morceaux de I sur %, intégrables sur I a
valeurs dans T.* telle que la série L. f,, converge simplement vers S sur I, S est continue par morceaux sur

1 Alors S est intégrable sur I si et seulement si 3, _jlr f.(t)dtconverge et L S(t)dt = ZJ-I £, (H)de

n=0

. n
Exemple : Montrer que L7 _ lf x [1 - w,fx)dx o Tore
Th2 ( cas général ) : Soit (f,,) une suite de fonctions continues par morceaux de I sur =, intégrables sur I

telle que la série X f, converge simplement vers S sur I, S est continue par morceaux sur I
Sila série TN, (f,) =X _I':rl,ﬁ! (t)|dt est convergente

S(t)dt = i L £.(0)dt

Dem : On admettra I'hypothése supplémentaire que ¥ f,, converge uniformément sur tout compact
del.Onposel=a,b et x€l
Montrons que S est intégrable sur I. Soit 5,(t) = Xo- f,(t) et] = [a. x]

n n +w
1S, (£)ldt < J f,(B)]dt < f f,(8)]dt < f £,(6)|at
J 2 Jlnwkes ) [lnwle<) [lho

D’apreés I’hypothése supplémentaire E:‘my L|"|r|5-;,z (t)ldt = _I'JIS(t) |dt

Finalement ¥x € 1, _r Is(t)ldt = £z, N-l (f,) ce qui prouve que S est intégrable sur I

Eton abien [ |5(t)ldt < EIZ,N.(f,)

1l reste maintenant a prouver [’égalité

|L S(t)dt —LS,z[t]dﬂ < [IR,(t)ldt or R, est la somme de la série Xysnsy fp on peut lui
appliquer [’inégalité précédente LIR (t)|dt = Zp o, [fp] qui est le reste d'une série
convergente donc qui tend vers ()

Exemple pédagogique : Appliquer ce théoréme avec la suite f,(t) = (—t*)" int sur]0,1]

Exo : Montrer que flﬁdx =—3r, =

n= l
+ "y
Exo : Montrer que f wEnX dx Zn

n=ly e

VI ) Applications : étude de fonctions définies par une intégrale :

On considere f:AXI1 - R
(x,t) » f(x,t) ou A esl une partie de R" et I intervalle

On définit sur A : g '[f xt dt
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1°) Théoreme de continuité sous le signe d’intégrale ( dit de Leibniz ) :

X f(x,t) est continue sur A, ¥Vt el

t— f(x,t) est continue par morceaux sur I, Vx € A

I positive et intégrable sur I telle que V(x,t) e AxI, f(x,t)| < (p(t) ( hypothese de domination )

alors t— f (x, t) est intégrable sur [ et g est continue sur A

Dem : Soit K une partie compacte de A et x un élément de K qui est fermée
A(x,)e K telle que x, — x, on note alors f,(t)= f(x,.t), f, estcontinue par morceaux sur 1,

intégrable sur I et (fn) CVSvers t+—> f(x,t) qui est continue par morceaux sur I, de plus pour
touttdel et toutndell ona |fn (t)| < qo(t) ou @ estintégrable sur I, on peut donc appliquer le
théoreme de convergence dominée et 1im J.fn (t)dl = If(t)dt = g(x) = lim g(xn ) on

n—>+00 i It X, =X

recommence le raisonnement pour toutes les suites qui convergent vers x, ce qui prouve bien la
continuité de g en x donc sur K et sur A

Exo : Etudier la continuité sur R de f(x) = [ 0+OO Cji(:zt) dt

Exo : Etudier la continuité sur R ¥ de f(x) = fgo cos(t) e *tdt , préciser ensuite son expression

2°) Extension du théoréme de convergence dominée

Th : Soit A= [a,b[, > f(x,t) est continue par morceaux sur I, Vx € A

Ona lingf(x,t) = g(t) ou g est continue par morceaux sur [
X

de positive et intégrable sur I telle que V(x,t) e AxI, f(x,t)| < (p(t) ( hypotheése de domination )
alors lim [ f (x,1)de = [ g(1)ds

1 I
Dem : On utilise le TCD avec ¥ (x,)CV vers b, f,(t)=f(x,.t)

+00 —xt

dt

Exo : Déterminer lim

2
X—>+00
o 1t

3°) Théoreme de dérivabilité sous le signe d’intégrale :

fo(x,t) est C' surd, Vtel

0
> f(x,t) et tt— al(x,t) sont continues par morceaux sur I, ¥x € A
X

3h positive et intégrable sur I telle que ‘v’(x,t) e AxI , Zl(x,t) <h (t) ( 2° hypothése de domination )
X
alors t+—> gl(x,t) est intégrable sur I, g est de classe C! sur A et g'(x) = Lgi(x,t)dt
X X
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Dem : Soit K une partie compacte de A et x un élément de K qui est fermée
[ (51) = f(x0)

X, —X

n

3(x,)e K telle que x, — x, on note alors u, (t) =

o

intégrable sur I et (un) CVSvers t— a—(x, t) qui est continue sur 1.
X

, u, est continue sur I,

On peut appliquer le théoréme des accroissements finis a f sur [xn, x] , il existe donc 3y, € [xn,x]
0
tel que f(x,,t)—f(x,0)=(x,— x)al(yn,t) = |un (l)| <h(t) oil h est intégrable sur I.
X
On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée ainsi on aura

lim ”n(f)dfzj%()@t)dt:g'(x): lim g(x,)-g(x)

n—>+0 s X, X xn —X

On recommence le raisonnement pour toute les suites qui convergent vers x, ce qui prouve bien
que g est continiiment dérivable en x donc sur K et sur A

4°) Application au calcul d’intégrales :

Exo : Soit F(x) = J e_tzcos(xt)dt , montrer que F est de classe C! sur R. Puis exprimer F(x)
0

+0  —xf?

Exo : Pour x>0, G(x)zj ¢

0 dt. Montrer que G est continue sur R™ et de classe C' sur R
+1t
0

2

Montrer pour x>0, G(x)—G'(x)z% J e’ dt
X o

+00

En déduire que G(x) tend vers 0 a linfini et la valeur de I e dr
0

Exo : Calculer I = dex
0

X

5°) Etude d’un exemple : la fonction Gamma de Euler :

On définit la fonction gamma pour toute valeur de x>0 par T'(x)= I et \de
0

Dem : On considere t v et sur ]O,+oo[, cette fonction est continue sur ]0,+oo[

e ttx1 = est donc intégrable sur ]0,1] si et seulement si 1-x <1< x>0

t1—-x
. o xe 1 . . g
et >0 donc et zo(—zj, la fonction est donc toujours intégrable sur [1,+oo[
+00 t

x-1

En conclusion t+> e 't est intégrable sur ]0, +oo[ &S x>0

Cette fonction vérifie les propriétés suivantes

Vx>0, (x+1) =xI'(x) et VnEN, I'ln+1)=n!
Dem : Soient £ >0 et X >0, effectuons une intégration par parties pour le calcul de F(x+ 1)
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X X
x X
Je'tt dt = [—e"’t"] + J.xtx'le'tdt orefe* >0 carx>0et e X" >0
& &0 X >
&£ &

Donc F(x+ 1) = xJ. et de

0

+00

Si n€ N en itérant la formule F(n+1) = nF(n) = n!F(l) or F(l) = J e'dr=1

0
Cette fonction est continue sur R*+etxl_i)r+noof (x) = 4o, xlirglf (x) =+ car I'(x) s %
Dem : On pose y:(x,t)> et sur |0,+o0] x 0, +o0]
VYVt e ]0, +oo[, X 7(x,t) est continue sur ]0, +oo[
Vx e ]0,+oo[, - }/(x,t) est continue sur ]0, +oo[
Pour tout K =[a,b] < ]0,+o0| et V(x,t)e K x]0,+o0]

(x—1)Inz

Nous avons a<x<b=>a-1<x-1<b-1 or t"'=e , il faut donc discuter selon le signe

de Int

Si 1€]0,1], Inr<0 donc a<x<b=(a—1)lnt>(

Si te[l,40[, Int>0 donc a<x<b=(x—1)Inr<(b—1)lnt ="' <"

On définit qo(t)zmax(t“‘l,t”’l), sitel0,1], p(t)=t"" et site[l+o, p(t)=t

V(x,t) € Kx]0,+00[, |y(x,1)
1

a(t) > e ost donc intégrable sur ]O,l] car 1-a<1

x—1)nt =" <

b-1

< e”(p(t) = a(t), o est continue sur ]0, +°0[

e e 1 . . y
et >0 donc et =0(—2 j la fonction est donc toujours intégrable sur [1, +oo[
+00

Donc o est intégrable sur ]O, +oo[. D’apres le théoréme de continuité sous le signe d’intégrale,

I" est continue sur toute partie compacte de ]0, +oo[ .

. . - CT (1) = _ !
La fonction T est continue en 1 donc limT'(x+1)=T'(1)=1 or I'(x+1)=xT(x) = F(x)DO

x—0 X

Finalement lin(}l“ (x) = +00

3 3 x X X x X x

et ZO:F(x)Zfe”tx’ldtze*jt"’ldzze’33 —2 32 =3—{1—(3j ]—)—i—oo
2
)

Finalement lim F(x =400

X—>+00

Elle est C*surR™" et ' (x) = f0+w(ln ke tt*1dt
Dem : On pose y:(x,t) > et sur |0,+o0] x 0, +o0]
Vte ]0, +oo[, X 7(x,t) est de classe C' sur ]0,+oo[
Vx e0,+00[, 1> Z—y(x,t) est continue sur ]0,+o0|
X

< e'tgo(t)|lnt| =y, (1)

Pour tout K =[a,b] = ]0,+00[ et V(x,t)e K x]0,+o[, ‘Z—y(x,t)
v
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a a
_a a a
Y,(t) B«ta_lllntl =o( 1a) car t' "zt Yint| = tz|lnt| - 0 , or 1_E<1 donc y, est

12

intégrable sur ]0,1] et tzyll(t)—>0 donc y/l(t)zo(izj, la fonction est donc toujours
+00 t

intégrable sur [l,+oo[
Comme y, est intégrable sur ]0,+oo[, d’apres le théoréeme de dérivation sous le signe intégrale,
[ est de classe C' sur toute partie compacte de ]O, +oo[ .

On généralise a la classe C” pour tout p
Pour cela on va dominer pour tout K =[a,b]< ]0,+00[ et V(x,1) € K x]0,+00]

o’y
ox? (x,l)

que pour y, ) d’apres le théoréme de dérivation sous le signe intégrale, I est de classe C” sur

<ep(t)|nt]" =, (¢) or v, est intégrable sur ]0,+0[ (la démonstration est la méme

toute partie compacte de ]0, +oo[ .

+00

En particulier elle est convexe sur R car F"(x) = I et (ln t)2 dt>0

0

De plus il existe ce ]1,2[, tel que F'(c) =0, ainsi I est croissante sur [c,+oo[ et decroissante sur ]O,c].

Exo : Montrer que pour tout x >1, é‘(x)F(x) = I

Dem : F(l) =F(2) =1, d’apres le théoréme de Rolle, il existe c € ]0,1[ tel que F'(c) =0, or T"

est croissante

+00 x-1

du

u
o e —1

Exo : Montrer que Inol" est convexe sur ]O, +oo[
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