Saint Rémi : MP
David Corneillie

Chap A4 : Exercices vus en classe ou a faire

1) I11)1ll) Suites de fonctions

Exol:
Déterminer les domaines de convergence simple etodeergence uniforme de la suite de fonctions
- 1+n°x°
définies parf (X)) ==———
p n( ) 1+ n3X2
Exo2 :

Déterminer les domaines de convergence simple etodeergence uniforme de la suite de fonctions

n°x

32

définies parf, (x) = T

Exo3 :
Déterminer les domaines de convergence simple atodeergence uniforme de la suite de fonctions
1

1+nx

définies parf, (x) =1-

Exo4 :
Déterminer les domaines de convergence simple etodeergence uniforme de la suite de fonctions
n

définies parf =
Inies p n(x) 1+ 32
Exo5 :

Déterminer les domaines de convergence simple etodeergence uniforme de la suite de fonctions

nx’

définies parf, (x) = e

+ Ny
Ex06 :

n

: +1 : . .
Soit f (x) :X—, déterminer 'ensemble D maximal sur lequel latesule fonctlons(f ) converge
n X2+1 n

simplement vers une fonction f , sur quel domaest-tlle continue ?
Exo7 :

1
Déterminer lim [ x"(1-x)" dx

n - +oco

Exo8 :

Déterminer les domaines de convergence simple aetodeergence uniforme de la suite de fonctions
défini (4 n(x+x) &
éfinies parf (x)=———%—

part, 1+nx

Ex09 :
2"x

Soit fn (X) :m.

Etudier la convergence simple de cette suite detians

1
Calculer Iimj f, (t)dt , que peut-on déduire pour la convergence unifdPme
n- oo
0

Exo0l10:

n

1 2
- , R P,=P+=(x-P our tout MJN
On définit une suit¢P,) de polyndmes pay ™ 2( ) P

R=1

Montrer que la suite(F;) est simplement convergente {sOr]] vers une fonction f que I'on précisera



Préciser la monotonie des fonctiors— P, ( X)

Montrer queOn=0, OxO[0,], 0< R( X~ f( ¥ < R( g, en déduire la convergence uniforme(d) .
Exoll:

Etudier la convergence uniforme dg(x) = €™ surR*

Ex012 :

Etudier la convergence uniforme dg(x) = nxé™sin( ¥ surR*

Ex013:

1
Soit f une application continue s{,1] dansR telle que, pour tout n on aiﬁt“f (t)dt=0, montrer
0

que f est la fonction nulle.
Exol4 :

Calculer le polyndme de Bernstein associé a latfoncf (x) = x* sur[0,]]

Ex015 :
Soit f : R —» R une application continue

INJEC

O, 5le—sIr

On pose pounON’, f :R - R telle quef,(x) f(x+1) (1— nztz)dt

Montrer que( fn) converge uniformément vers f s[lar OR

Ex016 :
2

Soit f, (x) =inf (nx—j étudier la convergence uniforme SRr
n

Exo0l7 :
Pour tout x réel positif et tout n entier natuneln nul, on notef, () :(nxz—e)z’ f.(0)=0
1-e™

Etudier les convergences simple et uniforme deita §f, )
Ex018 :

. . . e x/n
Soit la suite( f,) de fonctions définies patix OR, f”(x):1+ =

n
Etudier la convergence uniforme {é,) sur R
Ex019 :
. n+2 ..

Etudier la CVU d€g f,) telle que f =——e™cogn

udi o f,) que f, (X) 1 S(\/_%
Ex020 :

Soient a et b deux réels tels que b et f :[a,b] - C continue par morceaux siia, b|

n - +oo

b
Montrer que lim jf (t)e"dt=0

Exo21 :

—
, . . nsin x
Déterminer lim dx

na+ooo n+X
Exo022 :

Déterminer la limite simple dé, (x) = nsin xco$ x sur[ Ol—j



T

2 T
Calculer |, j dx a-t-on convergence uniforme Si:l,@ 2} ?

0

Exo023:

Etudier la limite simple def,, (x) = CO{nTXJ sur R, a-t-on convergence uniforme ?
n

Exo24 :

Etudier la limite simple def,, (x) = ne™sin X sur[o,g] a t'on convergence uniforme ?
Ex025 :

Soitf:R » R de classeC' surR, OnON on poseu, (t) = n( f(t+1j— f(t)j
n
Montrer que la suite de fonctior(sun) converge uniformément sur tout compactRievers une fonction

que I'on précisera
Ex026 :

Soienta OR et f,:[0,1] — R définie par f, (x) = n" x(1- X"
Etudier la convergence simple de la suite de fonst( fn)
Discuter suivant les valeurs de de la convergence uniforme

Exo27 :
1 <X
. . +
Déterminer lim (x2+1)E§L—§§—dx
n-ey n+ x
Exo28 :

3

Soit fn(x)=1+nT:XX2, pour nON et xJ[0,]]

Etudier la converge simple dg,) sur[0,]]

Etudier la converge uniforme d, ) sur[0,]]
1

Calculer lim | f, (t)dt

n-oo

Exo029 :

00

Déterminer lim dt

"0 (1+t3)n
Exo030 :

Montrer que lim J-(l—zj In xdx = I €”In>dx
n 0

n - +co
0

Exo31 :

Montrer que lim j

- 1+7

Montrer que lim .[t 2( j dt —J't 2e‘tdt

n- +oo

J'e dx

Exo32 :



Exo33:

: : : , . fonf(x
Soit f :R" -~ R une fonction continue et bornée. Calcullem 1+—(2)2dx
n-e o 1+ n°X
Exo034 :
T In(1+x
Donner un équivalent lorsque n tend vers l'infirild = J'M
. x(1+ nx2)
Ex035:
+00 +00 —t
Montrer que je‘tndt N A
1 neeng t
Ex036 :
+00 dt

Déterminer lm | ———
note o 1+t° +t'e

Exo37 :
be
Déterminer lim [ %2 dt ou (a b)D(]R{’;)2
saoa‘g t
Exo038 :
Soit F (x) :Tsint dt , déterminerim F (x)
t2 ! X-0

X

IV ) Séries de fonctions

Exo39 :

On considéere fn(x): montrer que la série de terme générgl converge simplement puis

5

uniformément suiR .

A-t-on le méme résultat pour la série de fonctidasermeg, (x) = nf, (X ?

Ex040 :

sin(nx)
n®+1

On consideére f, (x) = , montrer que la série de terme général converge simplement puis

uniformément suiR .
Exo41 :

nXx

. e . . , , . -
On consideref, (x) :?, déterminer le domaine D de convergence simpla dérie de terme général

f,
A-t-on convergence normale sur D ? a-t-on convecgamiforme suiR ?

| 3
Etudier la convergence uniforme siifo; In(EJJ

Exo42 :

On considéref, (x)=2" sm(—j, montrer que la série de terme génefgl converge simplement sur
3n

R . A-t-on convergence uniforme sBr?

Etudier la convergence uniforme S[U'Fa, a] avecO0<a<n

Exo43:

s 1 L L . .
On considéeref, (x) :Exll— X", montrer que la série de terme généfalconverge uniformément sur

[-11.



Exo44 :

Déterminer le domaine de convergence uniforme déiie de terme générdj, telle que f, (x) = n:x“
Exo45 :
On considéray, (x) = xIn (1+1j— In(1+§j, la fonction S est définie p8( ) => " y( 3.

n n =~

Déterminer I'ensemble de définition de S, précisée) et g1).

Montrer queS( x+1)- § }=In( »1)

Soit T () =exp( S( >§) , montrer queT (x+1) =(x+1) T( ¥, en déduireT (n)
Ex046 :

On considére la série de fonctiorfs définies surR* par f, (x) = nx e*"

Etudier la convergence simple puis normale de c#itee de fonctions
Exo47 :

OnON, OxOR* on posef, (x) = th(x+ n)-th(n)
Etablir la convergence simple de la série de famsiz f,

On pose alorsS( X =" f( ¥, montrer que S est continue et strictement croissaurR*
n=0

Exo48 :
[ _:I-)rI
Rappel :In2 = (
L HZ::; n+1
On considere la série de fonctions de terme géngrdéfinie deR dansR par
(_l)n+l e—(n+2)x

un(x)zm (nON)

On notera alordJ (x) = i u, (%)
n=0

Montrer que U est définie s{ib,+odo[ , préciserU (0)

Montrer que U est continue puis de classes@ [0,+oo[ . PréciserU'(0)

Montrer que U est de classé &ur ]0,+e[ . CalculerU "(x)+U ()

En déduire I'expression dé '(x)

Pour trouver I'expression de U, on déterminera prieitive de x> € *In (1+ e‘x) en posant =1+e™*

Exo49 :
1

Pour tout t réel et tout n entier naturel non nut, ensidéref, (t) =
n

On note f la somme de la série de foncti@sfn

Montrer que f est définie et continue sRr

Montrer que f est de classé gur R et étudier les variations de f
Montrer que f admet etfico une limite que I'on déterminera
Exo50:

00

. . L L. . 1
Déterminer un équivalent enpar valeurs supérieures de la fonctigix) = > —

X
n=1

Exo51 :

Soit  (x) =§W1nx)

n=0
Préciser I'ensemble de définition de f



Déterminer un équivalent def (x) lorsquex — 0, x>0
Ex052:

On pose poun=1, u,(x)=In (1+§j—ln( définie sur[0,1], puis S( X) :i u(
n=1

Montrer que S est dérivable s[8,]]
Déterminer S'(1)
Exo53:

+00

On pose pounz1, f,(x) :FX‘;XL; définie surR , puis f (x) =Y f,(x)
n=1

Montrer que f est continue SR’
Déterminer lim f (x)

Exo54:

n

> -2 o g1

On poseS( X) = 21_

n=1
Montrer que S est continue s{0,]

Déterminer un équivalent dS( x) lorsque x tend vers 1 par valeurs inférieures

Ex055:
Soient deux réels a et b tels cae b et f une fonction continue ({ea, b] dansR

OxOfab], f..(X=] f(1)dt. Etudier la nature de la séri§ f,

EX056:
T
Mont
ontrer quez T2k
EXxo57:
Soit une suite de rée(s,) telle que) a* converge. On posé (x) = i“?sm( X)

Montrer que f est continue sl
Ex058:
1

13+12cox
Exprimer f comme une fonction rationnelle &n

Soit la fonction f définie suR par f(x) =

Déterminer les coefficientar, ) tels quef (x) =a, + iam cos(nx) OxOR
n=1

En déduire pour tout entier k, la valeur dle= J'LSKI
v, 13+ 12cos
Exo059:
Soit la fonction f définie suR par f(x) :—1
4cosx— 5

Exprimer f comme une fonction rationnelle &n
Déterminer les coefficientar, ) tels quef (x) =a, +>_a, cos(nx) OxOR
n=1

T coskt

En déduire pour tout entier k, = | ———
,4cos— 5



Exo060:
=, cog(Nnx) o T2cosx- 1

Calculer ¥ ——~ et en déduire la valeur dﬁ\—co nx) dx
21: 2" 5-4cosx )

0

Exo61:
L . L !
Déterminer la nature de la série de terme geneiﬂéa\i et calculer sa somme
n

Exo62:

n

On considére la série de fonctions de terme générex) akyevn
X

On note f la somme de cette série lorsqu’elle exist
Montrer que I'ensemble de définition de f &t R —{-1,3}

Pour x non nul dans D que vau’lt(lj ?
X

Montrer que f est continue s{i1,] puis sur D

Montrer que f esC"' sur D
EXx063:

Ca|CU|erzW
EXxo64:
Soit nON",OxOR, f( - sm(sw( S|n>< ..)),(ncomposées)

Montrer quez f, converge uniformément sl
EX065:

Déterminer lim Z( 1)" |”(1+n(x)§—2+1)}

X — +oo

EXx066:

oo _1 n-1
Montrer quez(T)ln (1+%) ~In2 quand x- O

n=1

EX067:
i i +o00 e—nx
Soit la fonctionf (x)= Y ——
¢ ;1+(—1)”n

Déterminer 'ensemble de définition de f, montree d est continue sur cet ensemble
Ex068:

Soit pourxOR**, nON, y,( X :% , montrer que la série de fonction de terme général

converge simplement si&**, on noteU sa fonction somme

Montrer OxOR**, xU(x) - U( x+1) :%

Ex069:

Calculer z e’ . Montrer quelim

n- +oo
p=-n

Exo70:
Soit la fonction f définie suR par f (x)=sh(sinx) co§ cos)

Tsin((ZH ])t) e 1+z

sin(t) < 1+ 4p

Déterminer une suite de réefa,) telle que pour tout x on ait ( Z a,sin(n



Exo71:
On pose pounz1, f (x)=x" (1—\/7<) définie sur[0,1]

A t-on convergence normale ge f, sur[0,1] ?
Exo72 :

1 00
Montrer quejgdx =-> C il)z
0 n=0

Exo73 : (avec A5)

Montrer que]z e COS(\/;) dx= g(_ ])n(er:).

Exo74 :
X > 1
dx =
nz; 1+ 17

Exo75 :
Montrer que]io xe™ x=i !

»1-e¥ T F(2+ %)
EXx076 :

1 ) 1
Montrer quej Xdx=) —

n=1 N

Exo77:
On considere la fonction définie pefr Z a X', la somme d'une série entiére de rayon R > 0.

n=0

Déterminer le rayon de convergenceEei' X" . On noterag sa somme
n!

Montrer que pour tout réel x appartenan{4R, R, f (x)= J'Om e'p(tdt

Exo78 :

Montrer quej i( )(2 3 Ox0[-19
En déduire la valeur d% i+ 3n)1( 2+ @)

Exo79:

Montrer que O(x, y)OR xR, thtydt ;%ny;;
Ex080 :

On suppose quian est une série de réels absolument convergente

n

X
Montrer que la série de fonctlorEan— converge simplement vers une fonction f continuers.
n!
n=0
+o00

Montrer que la fonctiorx— f (x) €* est intégrable suR”* et exprimerj f (x) e*dx en fonction de la
somme d’une série numérique.

Exo081 :
+00 \/7_7_ ©

Montrer queJ' 1 5 ;nln




Exo82 :

Soit la suite( f,) de fonctions définieBnON*, OxOR" par f (X = >€‘(1—\/_>9

o 1

1
Montrer que Zj fn(x)dx:J' X_ dx
0

<

1+

n=l1 o

00

En dédui —_—
n dé uwe;(n+1)(2n+ )

V) Fonctions définies par une intégrale :

Ex083
o |n(t? + X3
Soit F(x)=j%

0
Montrer que F est définie, paire et continue 8ur

Montrer que F est dérivable siR’
Exprimer explicitemenE '(x) , en déduireF (x)
Exo84 :
Soit F(x)= jﬂf)dt

)1+t
Montrer que F est définie et continue dRir
Montrer que F est dérivable st , exprimerF '(x)
Exo85 :

Soit F (x) = [ t"e™dt
0

Montrer que F est définie et continue SR, exprimerF (x)

Montrer que F est dérivable si&™", exprimerF '(x)
Ex086 :
Soit F (x) = [ cos(t)e™
0
Montrer que F est définie et continue SRif', exprimerF (x)

Montrer que F est dérivable si&™", exprimerF '(x)
Exo87 :

+oo _—xt?

Pour x=0, G(x) = J' 1e+t2
0

Montrer que G est continue siit* et de class€® sur R

dt

Montrer pour x>0, G(x)—G'(@:%J' e dt
X%

+o0

En déduire que(x) tend vers 0 a l'infini et la valeur d§ etdt
0

Exo88 :

Soit F (x) = j%(t)e‘“dt pour x>0, montrer que F est de clas§ésur R*" et queF '(x) = -

0

1
1+ X

2



Exo89 :

Montrer que I (x) 21 guand x- 0°. Montrer queln(I") est convexe suR*
X

Préciser la valeur del ej

Montrer qu'il existe ¢0]0,1 , tel querl” { ¢ = 0. En déduire qud est croissante su2,+o|
Ex090 :

—x2(1+t2

Soient les fonctions f et g définies ®Kitr par f J'e dt et 9( >) J-e1+t2

Montrer que f et g son€' sur R*
Montrer que I'applicationg = g+ f? est constante, préciser cette constante

Montrer que lim g(x)=0. En déduire la valeur dée“zdt

Exo091 :
Calculer | = jwdx
5 X
Ex092 :
arctar(xt)

Soit F(t) = ijz)d

0

Montrer que F est continue sl . Montrer que F est continment dérivable Rir
En déduire I'expression de F

*°° arctar(x) ?
Puis calculerl = J'(—J ax

: X
Ex093:

On considere la fonction définie s par f J' e ch 2tx) dt

Montrer que f esC* sur R. En déduire I'expression de f
Ex094 :

, . 17 . .
Determlnerllrr?)— sin(asinx) dx
a-0 g
0

Ex095 :
Soit G( x jt “In(t)dt

Déterminer I ensemble D sur lequel G est définienier que G est continue sur D
Calculer G(x) pour x de D
Ex096 :
+o0 e(i—u )t
Soit la fonctionF :t — ﬁdu
0

Montrer que F est définie et continue sRiret préciserlim F (t)

t -+

Montrer que F esC" surR" et déterminerF '(t)

( On utilisera le résultatzj eXdx=~/m )
0



En déduire la valeur dé (0) et des intégrale;f cos(tz) d etT sir(tz) d
0 0

Ex097 :
On suppose que f est une fonction continud aih] x| ¢,

Pour xO[a, b] et yO[ ¢ d, on consideére la fonctiog (x y) = | f(x udu

O <

Montrer quey > g(x y) est € suf ¢ p
b

On pose anrsG(y)=j g( x ydx

a

Montrer que G es€" sur[¢ d

En déduire quef(f f(x y)ddex:Jq( [ H(xy dx] dy

a\c c\a

Ex098 :
On considére la fonction définie stir par f (x) = j e cos( t¥) dt
0

Déterminer I'expression de f
Ex099 :

t*-1

——dt
Int

1
Ox > -1, étudier la fonctionf : x — J'
0

Ex0100 :
. . = In(1+t°%%)
Soit la fonction :F(x) = IT

0
Montrer que F est continue siR et dérivable suiR’
Exprimer explicitement F’'(x), en déduire F(x)

dt



