Saint Rémi : MP
David Corneillie

Chap A5 : Exercices vus en classe ou a faife

1) 1l ) Rayon et domaine de convergence d’'une seentiére

Exol:
Déterminer 'ensemble de convergence de la s&igedne général suivanin (n +1) X'
Exo2 :

)

2n)! X

(n)°

Déterminer le rayon de convergence de la sérieedad général suivamﬁx
n)!

Déterminer 'ensemble de convergence de la sériemhee général suivan

Exo3:

Exo4 :
Déterminer 'ensemble de convergence de la sériemhee général suivant\)/(—_
n
Exo5 :
. . . = 2"(n)* .
Soit la fonction f définie paf (x)=> ——=
= (2n+1)!

Déterminer le rayon de convergence de la sérieeemtiéfinissant f

2n |2
Soientb,FLn')', un:In(q\/_n) et ¢= W,~ Y

(2n+1)!
Montrer quec, ~— lorsque n tend vers l'infini, en déduire la natute la série de terme générg,
n

puis de celle de la série de terme général b
EX06 :

On noted(n) le nombre de diviseurs de I'entier n non nul, déiaer le rayon de convergence de la
série de terme générati (n) Z'
Exo7 :

1 n
. . . L. N t
Déterminer le rayon de convergence de la sérieedae générah, z' ou a =I(1+t2j &
0

Exo8 :

2
. : . L , 2"(n!
Déterminer le rayon de convergence de la sérieeded général suivan 2( i) Ix2n+1
n+1)!

Ex09 :

Soit n un entier naturel, on appelég le nombre de couplgs;, y) ON? tel que2x+3y=n

Déterminer le rayon de convergence de la sérieetae générah, 7'

Ex010 :

On considere la fonction définie paf(x)=Zan>€, la somme d'une série entiere de rayon R > 0.

n=0

Déterminer le rayon de convergenceEei' X"
n!



Exoll :

Soitu, (x) = (X

, >0, déterminer 'ensemble de convergence simpl{d&; en fonction dex

Déterminer 'ensemble de convergence normal@j&n en fonction dex que I'on noteraD,,. La
somme de la série est elle continue Byr

Ex012 :

Déterminer la somme de la série de terme géngrdl ou g, =4" et g,,=5""

Exo13:

L
Prouver la sommabilité de la famillg ; = |2i+jj , pour (i, j)ON?.Puis calculer sa somme
Exol4 :
+00 3n+1
Calculer
nzé 3n+1)!
Ex015 :
Calculer > (-1)" Z(ijx”
n=0 k=0 kl
Ex016 :

n
Déterminer le rayon de convergence et la sommel& skrie entiére2(2+(—1)”) z"

n=0

Exol7 :

n

On considere la série de fonctioDs —

n=2

Déterminer la rayon de convergence R de cette série

On note S la fonction somnS ) = z n2X T OxJ]- R R, déterminer S
n=2
Montrer queS est continue suiO,]] et préciser la valeur d§(1)
Exo0l8:
. (Nt p , . .
Soit f (x) =Z( jx”, OpON. Déterminer I'expression dé (x)
n=0 p

Ex019:
Calculer ( ) P )

; 2n+1 Z‘O
[l ) Développement en série entiere
Exo020 :

1 . e Xsing .
On consideére la fonction définie pdr(x) = avecsina # 0

x®—2xcosa + 1
Développer f en série entiere.
Exo21 :
1-x°

On considere la fonction définie pdr(x) =—;
X°—2xcosa + 1

Développez f en série entiere .
Ex022 :

Déterminer le développement en série entiérexffﬁé’)ch( xst(a))



Exo023:

X
Déterminer le développement en série entiere derletion f définie parf (x) = J'SITntdt

Exo24 :
1

Déterminer le développement en série entiérd {ig) =—————
X" —5x+6

Exo025 :

2X

Déterminer le développement en série entiére ¢g) =

Ex026 :

1+ x

. . e arcsin(x)
Soit la fonction g définie sur-1,] par g(x)=———"
V1-%°

Montrer que g est solution d’'une équation différelie linéaire du premier ordre que I'on détermiaer
En déduire le développement en série entiere dgrgeiser son rayon de convergence .
Ex027 :

Soit la fonction f définie suR par f (x) =exp(€)

Déterminer pour tout entier naturel n la valeur d&” (0)
Exo028 :

Développer en série entierg— In (1+ X+ x2)

Exo029 :

Soit (u,) la suite de réels telle que =1 et y,, = > Yy Yy,
k=0
Exprimer u, en fonction de n
( On pourra introduire la fonctionf (x) => u, X" sur]-R R )
n=0

Exo30 :
Déterminer le développement en série entiérd (i) = sh( arcsirx)

Exo31 :

Soit la fonction f définie paf (x) =— 1
e —

Montrer que si f admet un développement en sétiererdu typef (x) = Z a, X' alors a, =1 et montrer
n=0

que a, s’exprime en fonction de(a.) pour i allant de 0 an-1, on précisera cette expression

Montrer que pour tout nja,|<1
Montrer que f admet un développement en sériererd@nt le rayon R est supérieuf.a
Ex032 :
SoitaOd]-11, f R - R, l'application définie parOxOR, f(x) :Zsh(a"x)
n=0

Etablir que f est développable en série entierecizer son rayon de convergence et former ce
développement en série entiére
Ex033 :

sin( 3x)
sin(x)

Déterminer le développement en série entiére {ig) =

Exo34 :

n(n
On consideére la suite de ré€la,) vérifiant a, =1 et 2a,,= Z(kJ aa,0mr0
k=0



On poseS( ¥ = Zi, X . Déterminer S et préciser son rayon de convergenc
n=o N

Exo35:

-2 x -t?

Développer en série entiére la fonction définie pe(rx) = eTJ' ezdt
0

Ex036 :
Déterminer le développement en série entiére derletion f définie par f (x) =In (1—\/§x+ x2)

Exo37 :

. e . in

Soit XOR, on définit la fonction g suf-1,1 par g(a) = arcta{ﬂj
1-acosx

Déterminer un développement en série entiere de g
Ex038 :
Déterminer le développement en série entiérd {ig = arctan( 1t)
Ex039 :
Déterminer le développement en série entiérd {e) = ch(x) cog ¥)
Ex040 :

. . L L = 3xX+7
Déterminer le développement en série entierd (IE) = ( )2

x+1
V) Calcul de somme
Exo4l :
=1
Calculer  —
nzzi‘ n2"

Exo42 :
Déterminer la somme de la série de terme gér(ésralbn+ crf) X
Exo43 :

. . - < s z"
Déterminer la somme de la série de terme ger(eralbn+ crf)—'

n!

Exo44 :

Etudier la nature de la série de terme généiak VX et préciser sa somme
Exo45 :
2n+2

. i i e X
Etablir | de la série entié
ablir la somme de la série en |e§ n(n+1)(2n+1)

Exo046 :

w 6"
Calculer nZ:;‘ (3n+1 ~ 2n+1) ( 3 2n)

Exo47 :

n
. —k
Calculer lim []2*

n - +oo _

Exo48 :

n

Soit a0]-11, on désigne la série de terme génénal( x) :a?cos( n)



00

On poseW(X)=>" w( X. Montrer que W est de clas§® surR et donner I'expression d&/'(x) a

n=1
T
I'aide de fonctions usuelles. Calculefrln (1— 20 cos<+az) dx

/e

Exo049 :
Soit f (x) :i a,X' sur]-1,1. On poseA, = Zn:ap
n=0 p=0

Déterminer 'expression d® A X" pour xJ]-1]
n=0

Exemple : calculerZ(1+% +..4 —1) X"
n=1 n

IV ) Equation différentielle

Ex050 :
On considére I'équation différentielle2xy”(x)+ y( X - y =0

Déterminer les fonctions réelles de la variablellg@éveloppables en série entiére solution deecett
équation .

Dans le cas ouf (O) =1, exprimer la solution a I'aide de fonctions usasl|

Exo51 :
Déterminer les fonctions réelles de la variable lléedéveloppables en série entiére solution de

I'équation différentielle suivant@x(l- x)y"( ¥+ (2-59y( 3- { ¥=0
Ex052 :
Déterminer les fonctions réelles de la variable lléedéveloppables en série entiére solution de

I'équation différentielle suivante®y"( )+ 4xy( X+ 2y = In(1+ X

Ex053 :
Déterminer les solutions développables en sérigentle I'équation différentielle suivante

X (L=x) y' ()= {1+ 3 y( 3+ { ¥=0

Exo54 :

Déterminer les fonctions continues BedansR telles quef (x) =1~ J'(x+ t) f(x-t)dt
0

EX055 :
Soit la suite(a, ) telle quea, =a, =1 et g,,= a,+ni+1 a,
Déterminer le rayon de convergence de la sérieedmé générab, x" (on pourra montrer que, < n° )
Calculer f (x) :i a,X' (on pourra regardei(1-x) f (x) ). En déduire I'expression de,
n=0

Exo056 :

X
Soit f (x) = eXZJ' etdt pour tout XIR . Déterminer le développement en série entiére de f

Exo57 :

Soit la fonction f définie suf-1,1 par f (x)= si xz0 et f(0)=-1

n(1-x)

In
Montrer que f vérifie le probleme(1-x) y'(X)—(1- ¥ Y 3= y( ¥ et 0=~



On suppose que fadmet un développement en séiéeeesur]—R, Fi{ , montrer que les coefficients de

la série entiére vérifient pouranl,(n-1)g,-(n-2)a,=>_ a8, , puis montrer que poun=>4 les
p=0

n-2
coefficients vérifient(n+1)a, =(n-1) g.,+> a3,
p=2

n-1
Montrer que les coefficients vérifient également> 2,3, = L —Z A
n+l &= n-k+1

Exo58 :

4 (n)? o
Soita, = e n>0. On pose alorsf (x)—ganx2

Justifier que f es€” sur]-1,1

A l'aide d’une relation immédiate entm,, et g, montrer quef '(x) =1+ f (x)+ xf( ¥
En déduire I'expression de f

Exo059 :

@y () + { xe1) y( )= § ¥=0
Trouver les solutions développables en série entier . 1

y'(0) = >
Ex060 :

On considere la suite définie pay =a =1, On=1 3,,= § +i+1 a,
n
Déterminer le rayon de convergence de la sérieedae générala, X"

Déterminer 'expression dé (x) =" a,x'
n=0

Systémes différentiels a coefficients constants :

Ex061 :
x'(t) = x(t) = y(1)

Résoudres y'(t) = x(t) +3y( )
x(0)=1,y(0 =2

Ex062 :

x'(t) ==x(t) - y(1)+ €'

y'(t) = x(t)-3y(t)+ ¢ et x(0)=1, y(0) =2

Résoudre :{

Exo63 :



Ex065 :

Résoudre

EX066 :
x'(t)=x (1) + (1)
Résoudre XZ(t) - Xz(t)+ XS(t)
X'(t) =% (1) + x,(1)
X, (t) =% (1)

Permutation somme et intégrale

EX067 :
On considere la fonction définie pdr(x) =>_ a X', la somme d'une série entiére de rayon R > 0.

n=0

Déterminer le rayon de convergenceEei' X" . On noterag sa somme
n!

Montrer que pour tout réel x appartenan{4R, R, f (x)= J'Om e'p(tdt

Ex068 :

1 )
MonUerquejx“dx=2:i%

0 n=1 n
Ex069 :

T oxe™ i 1
Montrer que dx =

q _([ 1_e—4x ; (3+ 4n)2

Exo70 :
Montrer quej Sinx dx=>" 1
0

e -1 1+ 1?



