Saint Rémi : MP ( programme 2022 )
David Corneillie

Chap A6 :
Fonctions de plusieurs variables réelles

E et F sont deux espaces vectoriels de dimension finie ( dimE = p et dimF =n )

U est un ouvert de E
fU->F

x b f(x) =(f1 (x),ees f, (x))
Les applications f,:x f, (x) sont appelées fonctions coordonnées
Si a= (al,...,ap)e U, l'application définie sur R par y,:t+> f(al,..,t,..,ap) est la j*" application

partielle en a.

1) Continuiteé et différentiabilite :

1°) Continuité en a de U :

Def: f:U — F est continue en a lorsque limf(x) = f(

xX—a

a)
f(x)—f(a)HF <&

ie.: Ve>0,da>0tel que ||x—a||E <05:>‘

Th : fest continue en a si et seulement si ses n applications coordonnées sont continues en a

Dem : On choisit comme norme sur F, y||F = n&aﬁ] |yl.|
iell,n

(=) Ona Ve>0,3a>0tel que |x—a|, <a :>Hf(x)—f(a)HF <¢
donc Vie[[l,n]],
coordonnées

(<) Vi, f; est continue, Ve >0, 3a, >0 tel que ||x—a|| <o, = ‘fl (x)—fl.(a)‘ <&

fi(x)-f, (a)‘ < & ce qui garantit la continuité de toutes les applications

on pose alors a = inf o, et si |x—a|<a alors Hf(x)—f(a)”<5

ie[l,n]]
Rem : Un test de non continuité : si f(l,lj -+ f(0,0)
nn

Rem : La continuité par rapport a chaque variable ne prouve pas la continuité !!!

2
Exo : Soit f:R> >R telle que f(x,y)z zxy > i (x,y);t(0,0) et f(0,0)zO
X +y
Soit g:R*> > R telle que g(x,y)z 2)2} > i (x,y):é(0,0) et g(0,0)=0
Xty

. X’y .
Soit h:R*> > R telle que h(x,y):ﬁijy2 Si (x,y);t(0,0) et h(0,0):O

2°) Dérivée partielle :

Def': Soient h un vecteur et f une fonction définie au voisinage de a € U , on suppose que a+theU et on
définit l'application ¢, :t — f(a +th), teR

On dit que f est dérivable en a selon h lorsque ¢, est dérivable en 0
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On pose alors th(a)zlimf(aﬂh)_f(a)

t—0 t

ce vecteur est appelé le vecteur dérivé de fen a selon h

sieme

Def: On pose [ = (ej )j:l”p la base canonique de E, on appelle dérivée partielle selon la j°"° variable de

fen ale vecteur dérivé de fen a selon e,

On la note i(a): mf(a+tef)_f(a)

axj t—0 t

(il s'agit de la dérivée de l'application y; )

Def : On appelle dérivées partielles des applications coordonnées les applications définies par

%(a):hmﬂ(a+tej)—fi(a)

axj t—0 t
En particulier si f:R* >R ona:
g(a b):li (a+t b) f(a,b)
ox 10 t
g(a b):li (a b+t) f(a,b)
ay ’ t—0 t
of of xy?
Exo : Z <L = =
xo : Calculer o (0,0) et P (0,0) pour f(x,y) . et f(0,0) 0

3°) Différentiabilite et application tangente :

Def : f:U — F est difféerentiable en a si f(a+h):f(a)+€(h)+||h||€(h) ou 8(h)—>00£t { est une
application linéaire de E dans F. [ est appelée la différentielle de f en a ou l’application linéaire
tangente (‘notée df,)

Rem : La différentielle est toujours continue

On appellera matrice Jacobienne de f en a par rapport aux bases (e j) de E et (é‘i) de F la matrice de

cette application linéaire, J (a) eM,, (R)

Rem : Si fest constante alors sa différentielle est nulle
Si f est une application linéaire alors f est aussi sa différentielle

Dem : f(a+h) = f(a)+f(h) or fest bien linéaire

Rem : Si f est une fonction d’une seule variable alors f est différentiable en a si et seulement si f est
dérivable en a et ['(a)=df,.1

4°) Des propriétés :

Prop : Si fdifférentiable en a alors f est continue en a

Prop : Si fdifférentiable en a alors f admet des dérivées partielles en a
Dem : On a f(a+h) = f( ) +||h||8(h) Vje [[l,p]] on choisit h=te,

fla+te;)=f(a)+t(e;)+]t|e(t
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f(a+tej)—f(a) of

ainsi -/ (e f) = a—(a) , ce qui assure [’existence des dérivees partielles
t ‘ X .
J

Rem : Si (eA

J

) est une base de E et ( =df, = f(e_/) = (%(G)J
/ i=l.n

J

Conséquence : On note f :(fl,fz,....,fn) alors Jacobienne = (—sf’ (a)J
X
1<i<n,I<j<p

J

sisn,lsj<

Rem : La réciproque est fausse

Exemple : :R*> >R telle que f(x,y)z 2)2) > i (x,y):é(0,0) et f(0,0):O
X Ty

Exo : Etudier la différentiabilité de
X +y

f:R> >R telle que f(x,y)z R si (x,y):é(0,0) et f(0,0):O
X Ty
3
g:R* >R telle que g(x,y): 2x+ > i (x,y);t(0,0) et g(0,0):O
X Ty

Th : Sifadmet des dérivées partielles continues sur U alors f est différentiable en tout point de U. On dit
alors que fest de classe C! sur U
Dem : Admise (hors programme)

Exo : Etudier f:R* —)R,f(x,y)—(x+y)3sin(\/le+7yzl si (x,y);t(0,0) et f(0,0)=0

Exo : Déterminer la différentielle de f: M > tr(Mz) sur M, (R)

Prop : L'ensemble de fonction de classe C' sur U (noté C' (U ,F ) ) est un espace vectoriel

et d(/lf+,ug)a = Adf, + ndg,

4°) Composition des différentielles ( derivation a la chaine ) :

Th : Si fest C' sur Uet g sur V =f(U) alors gof est aussi de classe C' sur U, et on a
dgof, =dg ., 0df,, J(gof ), =7 (), (/)
Dem : ULViF,an etb:f(a)eV
fla+h)=f(a)+0,(h)+|h|& (h) et g(b+k)=g(b)+1,(k)+|k]e, (k)
Posons k:f(a+h)—f(a)=£1(h)+||h||8l(h)
gof (a+h)=g(b+k)=gof (a)+1, (L (h))+|k|e, (k)

Soit gof(a+h) = gof(a)—i—fzof1 (h)+||h||g3 (h) avec &, (h) =/, (31 (h))—i——gz (k)

a

{, est continue donc (6‘1 (h)) -0
k
Vel < s (m)]|+ Al ()] < Al & + ] (#)]] :H est borné, donc & (h)— 0

Exo : Calculer g'(t) avec g(t)= f(3+4t,t2 —t)
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Exo : Soit f:R*> >R et qo:(x,y) — (u,v) telle que u=x+2y et v=2x+y, on pose
f (x, y) = g(u,v) = gogo(x, y). Exprimer les dérivées partielles de f en fonction de celles de g

Il ) Etude des fonctions coordonnées :

1°) Algebre C' (U ) :

U un ouvert de E (souvent R* ou R?) et fune application de U dans R

Prop .'(CI(U),+,-,><) forme une algebre, on a alors pour tout a élément de U

d(af—i—ﬂg) =adf, + pdg, et d(fg) :f(a).dga+g(a).dfa
Dem : On a f(a+h) f( )+€ (h ||h||e31 et g(a+h)=g(a)+€2(h)+||h||€2(h)

fg(a+h) () gla)t,(h)+f(a)t,(h +||h||53 ) avee
)= Fip O (0,0 (1) )y (1) () () ) () el (1) ()

car ‘ﬁl ), (h)‘ <KK, ”h”2

2°) Le gradient :

On définit sur R” la structure d’espace euclidien, (ei ); la base canonique
On définit alors Vf(a) = Zp:gi(a)ei , df, (h) = <Vf(a),h>
i=1 xi

C’est le gradient de f en a, note également grad , ( )
Ex : En dimension 2, h=(hh,), df, (h)=h Zf( )+h, ZJ;( a)
X

Def : f est de classe C' sur U, a est un point critique de f sur U lorsque df, =0 ce qui équivaut a

Vf(a)=

Def': fadmet en a un maximum local ou relatif lorsque il existe un voisinage V de a tel que

‘v’er,f(x)Sf(a)

fadmet en a un minimum local ou relatif lorsque il existe un voisinage V de a tel que
Ver,f(x)Zf(a)

fadmet en a un maximum global ou absolu sur U lorsque Vx € U,f(x) < f(a)

fadmet en a un minimum global ou absolu sur U lorsque Vx e U,f(x) > f(a)

Th : Si f admet un extremum local en a alors a est un point critique de f
Dem : On suppose que f admet en a un maximum local

EIVeV(a), tel que sia+heV, f(a+h)£f(a)
Or f(a+h):f(a)+£(h)+||h||g(h) donc on pose h=te,

t>0:>f(a+te;)—f(a) :ﬁ(el_)Jrg(t)SO donc si t — 0 alors E(el.)SO
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t<0:>f(a+teit)_f(a) :é(el.)+€(t)20 donc si t = 0 alors f(ei)ZO

Finalement Vi e ﬂl,n]], f(e,.) =0

Exo: f:R*> >R définie par f(x,y) =x"+y —4(x— y)z, fadmet-elle un extremum local a l'origine ?

Exo : Montrer que f(x,y) =x’y’ (1 +x+ 2y) admet un minimum local a l'origine

3°) Dérivées partielles du second ordre :

U un ouvert de R”, f une application de U dans R de classe C" On suppose que

2
Vie ﬂl,pﬂ , S—f;(a) existe et est différentiable sur U. On peut définir : a—i[s_ij(a) = —;jé;i (a)

On peut aussi généraliser et définir les dérivées partielles d’ordre k par récurrence

akJrlf _i akf
ox,0x,...0x,  Ox;| Ox,...0x,

J

Def : Une fonction sera de classe C*sur U lorsque les dérivées partielles d’ordre k existent et sont
continues sur U

Th de Schwarz ( Hermann 1843-1921 )

2 2
Si fest de classe C? sur [’ouvert U ( ses dérivées partielles existent et sont C' ) alors J a) = of (a)
OxOy 0yOx

Dem : On pose A(h,k)zf(xo+h,yo+k)—f(x0 +h,y0)—f(x0,y0+k)+f(x0,y0)
avec (o(x):f(x,yo +k)—f(x,y0) ona A(h,k)zqo(xo +h)—q0(x0)

Or @ veérifie les hypotheses du théoréme des accroissements finis

36, ]0,1[ tel que A(h,k) = h(ﬁ‘(xo +91h) = h[zi(xo +6h,y, +k)—gl(x0 +6h,y, )}
X X
: . L : . of
On applique ensuite le théoréeme des accroissements finis a y+—> —(xo +6,h, y)
X
0yox

On pose ensuite y/(y) = f(xo +h,y)—f(x0,y) ona A(h,k) = l//(yo +h)—l//(y0)
or y verifie les hypotheses du théoréeme des accroissements finis

2
36, ]O,l[ tel que A(h,k) = hl{%(xo +6h,y,+ sz)}

36, € 10,1] tel que A(h,k)=hy'(y,+6,k)= l{zl(xo +h,y,+ l%k)—il(xo,yo +03k)} On
v v
: , L : o of
applique ensuite le théoreme des accroissements finis a x +—> —(x, Yo+ 6’3k)

82
36, €10,1] tel que A(h,k)= hk[%(xo +6,h,y, +H3k)}
2 2
Finalement of (xo+6,h, v, +6ik) | = of
Ox0y 0yox

(xo +6h,y,+ sz)}
Et donc lorsque (h,k) — (0, 0) les continuités des dérivées secondes donnent
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Contre exemple : ( de Peano Giuseppe 1858-1932 )
X’ =y’ o' f o' f 2
f(x,y) y f(O 0) 0 (0 0) (0 0) donc f¢C

oxoy 0yox
4°) Matrice hesszenne :

Def: On suppose f de classe C* sur U dans R et acU . On appelle matrice hessienne de f en a la
2

(a). Cette matrice est symétrique

matrice Hf(a)eMn(]R) dont les coefficients en (i,j) sont 68

x,0x
reelle .
o' f o' f
e m) )
2 V ros
Exemple : f:R* >R alors H,(x,y)=| _ , :[ J
L(ny) )|
Ox0y oy
Notation de Monge ( Gaspard 1746-1818 )
o’ f
af r= ax2 (a)
8x ros
Lo | ;)
R
oy’

Th : ( formule de Taylor a l’ordre 2')
Si fest classe C* sur U alors f(x+h) = f(x)+<Vf(x),h>+%<Hf (x)h,h>+0(||h||2)

Par exemple si E est de dimension 2 et si on pose h = (h1, hz) ( )

Fla)=f(a)+ar (@)1 2 <a>@2+z%<a>hlhz+gy{ (@82 o[

Ou encore f(a+h)=f( )+ph +qh, +— [rh1 +2shh, +th, J+0(||h||2) ( notation de Monge )
Dem : Soit aeU qui est ouvert donc VheV(O), a+heU. On suppose U convexe, ainsi

Vte [0,1], a+thelU.Onposeg: t+> f(a+th) qui est de classe C* sur [0, 1] alors

g'(t):hl%(a+th)+h2%(a+th) car a+th=(a,+th,a, +1th,)

2 2 2
g"()= 1 gx{ (a+m)+zh1h2%(am)w;%(am)

D’apres la formule de T aylor sur les fonctions d’une variable
1

£(1)=2(0)+2'(0)+ [(1-1)g" ()1 =g (0)+g'(0)+%g"(0)+I(l—f)[g"(f)—g"(o)]df

0

(=}

car j-(l—t)[g"(t)—g“(O)]dt=j(l—t)g"(t)dt+g { 2} j. dt—%g (0)

0
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1
On obtient donc g(l):g(0)+ph +qh, +— [rh1 +2shh, +th)’ I 1 t [g" "(O)Jdt
0

Ort— g"(t)—g"(O) est C° sur [0 1]:> EIHE[O 1] tel que sup ‘g" g"(O)‘ :‘g"(é’)—g“(O)‘

t€[0,1]
J=0Le"(0-g(0) ]

2"(6)-£"(0) < hzgxf (a+6h)- fo

<~Js"(0)-5"(0)

& (avon)-ZL (a)

+h,’ >
oy’ oy

o f o f
21k ||—— 6h
)+ |h1 2|‘8x6y @t ) 8x8y( )

Les continuités des dérivées partielles d’ordre 2 assurent que ‘g "(9) -g “(0)‘ < ||h||2 0 (1)

5°) Etude d’extremum local :

Th : Si fest classe C* sur U et si f admet un minimum local en a alors H, (a) s, (R)

Dem : a est déja un point critique de f donc la formule de Taylor nous donne
Vhe V(O), f(a + h) —f(a) = %<Hf (x)h,h>+ 0(||h||2) >0 ce qui implique que
(H,(x)hh)="hH  (a)h=0

Th : Sifest classe C* sur U et si f admet un maximum local en a alors H, (a) esS, (R)

Th : Si fest classe C* sur U, si a est un point critique tel que H, (a) eS” (]R) alors f admet en a un

minimum local
Dem : en effet <Hf (x)h,h> =0 h=0

Th : Sifest classe C* sur U, si a est un point critique tel que H, (a) S (R) alors f admet en a un

maximum local
ros

Cas de la dimension 2 : Hf(a) =( J est positive < det(Hf) =rt—s°>0et trace(Hf) =r+t>0
g .

En effet il suffit que les 2 valeurs propres soient positives

7

Hf(a){s

s
J est définie positive < det(Hf) =rt—s>>0et trace(Hf) =r+t>0

Exo : Etudier les extrema de f(x,y)=x"y’ (1 +x+ 2y) sur R?
Exo : Etudier les extrema de f:R*> > R définie par f(x,y) =x"+y —4(x— y)2

6°) Exemple d’étude d’extremum lié :

Exo : Soit V un réel positif, déterminer les pavés de R* de volume V dont ’aire sera minimale

Dem : On note x,y et z les cotes du pavés, ona V =xyz et A= 2(xy+ Xz + yz)

Vv
On considere la fonction f : (x,y) = xy+—+—
X

y
T ey ey-L et Lxy)=xle
or )=y e ()=
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On obtient un unique point critique M = (W W)

o f 2V o f >f 2V
= — = — = — :1
r 6x2 (X,y) x3 > S axay (X,y) et 1= a 2 (x y) y

2 1
Hf(M) = (1 2} est définie positive, donc f prend en M un minimum

Exo : Soit C = {(x,y) eR*, X+ = 1} et la fonction définie par f(x,y) =x —3x(1+y2)

Etablir que f admet un maximum et un minimum sur C

Th : ( optimisation sous contrainte )
Soient f et g deux fonctions de classe C'sur [’ouvert Q, on note X = {x eQ, g (x) = O}

Soit ae X tel que dg, #0, si la restriction de f sur X admet un extremum local en a alors df, est

colinéaire a dg,

III ) Applications :

1°) Résolution d'équations aux dérivées partielles ( EDP ):

Def : Soient U et V deux ouverts de R”. Une fonction f :R” —R” de classe C' de U dans V est un
changement de variables lorsque f est bijective de U sur V, on a donc f qui admet une réciproque de V
dans U de classe C! sur V

Rem: [:U—V ,b=f(a)ea=["(b) et d(f") =[d(/),]
Exemple : ¢:R*> >R’ :(u,v)H(x,y) telle que x=u+v et y=u—v

X=u+v u—z(x y) 1 1 (1 1
= ,J = et J  =—
y=u-v 1 -1 o 211 -1

V=)

-1

Applications a la résolution des EDP
o f o f
2 (x’y) a 2

X
Onposera: x=u+vet y=u—v

o f
ox?

Résoudre :

()42 2L ()4 2L (1) =0

( y) P oxoy oy

Le schéma donne : (x,y)#)f(x,y) = w(u,v)

()
ona (u,v) = qo(x,y) = f(x,y) = wogo(x,y) d’ou J(f)(x,y) = J(W)((p(x,y))J((o)(x,y)
ou

_ % (53) Lny)
o o oLy ox Y
(%) Z-(x) (wv) o (u.v)

| ox » } L}” v }%(w) ?(m’)
L (5,)= 25 ) 2 (530 + 2 (23) 2 59)

%(x, )= g:(co(x v)) Z;‘ (. y)+%v(¢(x,y))g;(x y)
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2°) Passage en coordonnées polaires :

Th: L’application ¢: ]0, +oo[><]—7z, 7z[ —> R’ \{(x,O),x < 0} , (r,H) — (rcos 0,rsin 6?) realise un

changement de variables

Exo : Soit z:R> > R de classe C! sur R”.
7 7
Résoudre (xﬁ—z(x,y)+ya_z(x,y)j =a\x* +y* ol a est un réel non nul
X y
Application calcul de gradient et du Laplacien ( en polaire ) :

g B a_g _sin@&_g
{x:rcosé’ Ox (x,y)—cosﬁar (r,6’) r 849(”’9)

s f(xy)=g(r.0)
y=rsind %(x,y):sinﬁg—f(rﬁ)+cosga—g(

0
r r,)

o’ f o' f o’g 1 0°g 1 0g
Donc P (x,y)—i-?(x,y): e (r,6’)+r—zw(i/,9)+;5(r,9)

3°) Vecteur tangent a une partie de E :

Def: Soit X une partie de E et xe X, un vecteur v de E est tangent a X en x s’il existe
e>0et y:|-¢,6[ > X dérivable en 0 tel que y(0)=x et y'(0)=v

On notera alors T.X [’ensemble des vecteurs tangents a X en x

Ex : Voir ’ensemble des vecteurs tangents a une sphére de R’

Th : Si g est une fonction de classe C' sur l'ouvert Q de E dans R, soient X une partiede E et x e X tel
que dg_#0, alors T X est égale au noyau de dg

Dem : Admise
Exemple : On considere la surface X définie par [’équation g(x, y,z) =x" -2y’ +2z° =0
On prend le vecteur (1,1,1), dg, ) ((x,p,z) > 2x—4y+2z
Onpose v=(x-1,y-1,z-1)eT.X < dg(l’l’l)(v):0<:> 2(x—1)-4(y-1)+2(z-1)=0

On retrouve ici ’équation du plan tangent de la surface X en (1,1,1)

De maniere générale la surface X est définie par g(x, y,z) =0, soit (a,b,c) € X tel que Vg(a,b,c) #0

alors le plan tangent a X en (a,b,c) a pour équation :

(x—a)g—i(a,b,c)+(y—b)g—i(a,b,c)+(z—c)g—§(a,b,c)=O

4°) Dérivée le long d'un arc :

Soit y une application définie sur I cR a valeurs dans E de dimension finie, f une fonction

différentiable sur U telle que ;/(1 ) c U, on appelle dérivée de f le long de la courbe définie par y
l'application t+— (foy)'(t) = dfy(t) (7'(t))
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Exemple : Soit la fonction définie par f (x, y) =x - 3x(1 +y° ) calculer la dérivée de f selon la courbe C
définie par C = {(x,y) eR* x>+’ = 1}
Th:SifestCl surU, siyest C' sur I =[0,1] dans U telle que 7(0) =a et 7/(1) =b, alors

f (b I df )dt Cette intégrale sera aussi appelée intégrale curviligne d’un champ de

gradient, on la note J}f ou @rf si I'= 7/([0,1])
Dem : Soit gt foy(t), g est dérivable sur [0,1] et g'(t) = dfy(,) (}/'(t))

done [4f, (7 (0)ar =[], = 7(8)=1 (o)

1
Conséquence : Si 7(1) est fermée alors jdfy(t) (}/ '(t))dt =0
0

Exo : Soit T une courbe plane de classe C', d'extrémités les points A(Z,O) et B (1,1)
Calculer j(y3 +6x)° )dx + (3xy2 + 6x2y) dy

r

Prop : jP(x,y)dxwLQ(x,y)dy est la circulation d’un champ de gradients le long de la courbe T s’il
r

existe une fonction f de classe C' sur un ouvert contenant T telle que
of of
P(x,y)==—(x, et X, y)=—|x,
(5) =5 (%) et O(x.y)=27(x.)

Attention : Ne pas confondre avec d’autres intégrales curvilignes ( voir CCP 2012 )

Calculer j z_y > dx +— al ~dy ou I est le cercle de centre O et de rayon 1

Tx"+y Xty

Th : Si fest C' sur U connexe par arcs alors f est constante sur U si et seulement si Vx e U, df. =0
Dem : on fera la démonstration dans le cas ou U est convexe
(<:) V(a,b) eU?, U est convexe=> dy: [0,1] — U continue et méme C!

telle que }/( ) a+t(b a) et (/)([0 1])CU alors f( .[df )dt—O donc f est
constante sur U

(:>) VxeU soit h tel que x+h eU:[x,x+h]cU donc V't E[O,l], x+theU

Soit g:t— f(x+th) , g est derivable sur [O,l] et g'(t) = df(mh)h

Or f est constante sur U donc V't € [0,1], g(t) = f(x) =constante, g '(t) =0
Donc df

x+th

=0, Vh, si h— 0 par continuité des dérivées partielles df(x) =
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