Saint Rémi : MP
David Corneillie

Chap A6 : Exercices vus en classe ou a faire

I ) Continuité et différentiabilité

Exol :

Soit f:R* - R telle quef (x, y)=X2XTyy2 si (x,y)#(0,0) et f(0,00=0

Soit g:R* - R telle queg(x, y):XZXTyzy2 si (x,y)#(0,0) et g(0,0)=0

2
Soit h:R? - R telle queh(x, = XY x,y)#(0,0) et h(0,0)=0
quen(x y)=2z— v S (x¥)#(0.0 et h(0.0
Etudier la continuité de ces 3 fonctions it

Exo2 :

Soit f :R? ~ R telle quef (x, y)=(x+ )’ sin( 0) et f(0,00=0

L | si(xy)#(o,
[XZ + y2

Montrer que f est continue sik*. Montrer que f est différentiable s

Exo03 :

La fonction définie parf (x, y) = ¥ In( X + yz) et f(0,0) = 0 est-elle différentiable e(0,0) ?

Exo4 :

3
La fonction définie pag(x, y) = ;(2 :; et 0,0)= 0 est-elle différentiable efD,0) ?
Ex05 :

3

X yy et H0,0)= 0 est-elle différentiable ef0,0) ?

La fonction définie pah(x, y) =— —=
X

Ex06 :
La fonction définie pap(x, y) =( % + x;)sin(%j et §0, y= C est-elle différentiable e(D,0) ?

Exo7 :

3_
Soit la fonction f définie paf (x, y)=: y si(x ) #(0,0 et f{0,0=C

2 + y2
Montrer que f est continue e(@, O) . Montrer que f admet des dérivées partielles ¢ureprécisera en

(0,0). f est-elle différentiable e(D,0) ?
Exo8 :
Xy

On posef (x, y) = et f(0,0)= 0. La fonction f est elle de clas€® surR? ?

Ex09 :

4

Soit la fonction f [R? ~ R telle que f (x, y):XZXTy2 si(x y)#(0,0 et f0,9=(

Montrer f est continue pui€* sur R* mais n’est pas? surR?

2 2
Calculer ﬂ(0,0) etu(O,Q . Que peut-on conclure ?
0xoy 0y0 X



Ex010 :
On considére la fonction définie s, (R) par f (M) =tr (M 3)

Déterminer la différentielle de f .
Exol1l :

On consideére la fonction définie s@t, (R) par f (M)=M™

Déterminer la différentielle de f .
Exol2 :

Soient f :R? - R de classe €et g définie parg(t) = f (a+4t,b-1t) ot( g JOR?
Calculer g'(t) et g"(?

Exol3:

Soient les fonctions f et g définies par :

f:R* - R telle que f( x y= dx )

g:R* - R* telleque d x ¥y=(2 % y x3)

Déterminer les dérivées partielles e y) — fog( % )) de deux maniéres différentes

Exol4 :
Soient les fonctions f et g définies par :

f:R? - R telle que f( x 3)=sin( X— §/)
g:R* - R* telleque d x y=( x y x )
Déterminer les dérivées partielles e y) — fog( % )) de deux maniéres différentes

Ex015 :
Soit U un ouvert d&?, f une fonction de classe® sur U a valeurs dan® , on définit le Laplacien de f

0% f 2f
aXZ ( x ))+ y2
harmonique sur U lorsque pour to(x, y)OU , Af(x y)=0, on noteraf OH (U)

en(x y)OU par Af(x Y=

?9 ( X y Une fonction f de clas$g® sur U est dite

On suppose f de clas€® et harmonique sur U, montrer que ces dérivéesellas sont aussi
harmoniques sur U

Déterminer les fonctions OH (U) telles quef?OH (U)
Déterminer un exemple de 2 fonctions f et g noistamtes et harmoniques sur U, telles dgel H (U)

1) Etude d’extremum

Ex016 :

Soit la fonction définie parf (x, y) = X +3xy —15x- 12}

Déterminer les points critiques de f

Cette fonction f présente-t-elle (92,1) un extremum local ?

Exol7 :

f :R? - R définie par f (x,y) = X'+ y* —4( x= y)°, étudier les extrema locaux
Exo18 :

f(x,y)= Xy (1+ x+ 2y sur R?, montrer que f admet a I'origine un mimimum local

Etudier les éventuels autres extrema locaux
Exo019:

f :R? - R définie par f (x, y) = X ¥ (1~ x- }), étudier les extrema locaux
Ex020 :
Etudier les extrema locaux de la fonction défirae b (x, y) =Xy + In(4+ y?)



Exo21 :

Etudier les extrema dé (x, y) = sinxsiny sif{ x+ y) sur[o,ﬂ{—l—;g}

Exo022 :
Soit la fonction définie parf (x, y) = X + X y+ Y
Cette fonction admet-elle des extrema locaux ?
Exo023 :
Xy
1+x)(1+ y) (x+ y)

Déterminer les extrema locaux de la fonction frtﬂéfisur(l{%“)2 par f(x,y) :(

Exo024 :
On considére la fonction définie sl par

f(xy)=(®+y) si(xy#(0,0 et {00=:
Etudier la continuité de f .
Etudier I'existence de dérivées partielles de {@r0)
On définit la fonction g suR par g(x)= f(x0) si x20 et 0 =1, étudier les variations de g. En
déduire que f n'admet pas d’extremum local(6r0)
Déterminer les points critiques de f. Montrer queuptout x>0, f(x,y)= g( ¥, en déduire que f

admet un minimum local e(nloj
e

La fonction f admet-elle un extremum Iocal(e#,o) ?
e

La fonction f admet-elle d’autres extrema locaux ?
Exo025 :

Etudier les extrema de la fonctioh: (x, y, ) > X+ ¥+ Z-2 xy

Ex026 :
Déterminer le triangle d’aire maximale inscriptibdians un cercle de rayon R
Ex027 :

Déterminer les pavés d@* de volume V dont I'aire est minimale
Ex028 :

Soit la fonction définie parf (x, y) = X —3><(1+ f)

Etablir que f admet un maximum et un minimum sotiCC ={(x, y)OR?, X+ ¥ =]} , les déterminer

1) Les EDP et plan tangent

Ex029 :
Calculer le Laplacien du passage en coordonnéesimgs
Exo030 :

J%f J°f . 0% f J°f J°f
Résoudre——(x, y) = uis X, y)+2 X, V) + =0
On posera :x=u+v et y= u- \

Exo31 :
Soit z:R? - R de classe Esur R?.
) 1( oz Jz y
Résoudre z =1+—| x— + , On poserau =xy et v==—
(x =143 0205 3+ 2( x ¥, onposerau =y et v=.

Exo32:
Soit z:R? - R de classe Esur R?



Résoudre(x%(x y)+ yd—z( X ))j: a/ X+ y ol aestun réel non nul

y
Exo33:
Soit f :R? ~ R de classe € sur R?.
2 2 2
Résoudrezxf2 (x, y)+5§—)q;y(x, y)+ 6%( X, y)=0
On poserau=x+ay, v= xt S y; a etf étantjudicieusement choisis
Exo34 :

On considére une fonction f de classes@r R? qui vérifie
of of
—(Xy)—— +3(x=y f =0
)=+ 30e ) 1(x (3
Soit l'ouvert U :{(x, y)D]Rz;x>)} et ¢:(x,y)—>(uVv=(xy % y rapplication définie sur U.
Montrer que¢ est une application bijective de U sur un ouvedué I'on précisera .
A l'aide de 'applicationF = fop™ définie sur V, résoudrfl)

Ex035 :
Soient les fonctions fR* - R de classeC?sur R?telles quel(x, y) OR?, f(x y)# 0

2
On considére I'équation B(x, y)OR? , f(x, y)%/( X :%( X ))g_fy( XY

Montrer qu’une telle fonction f qui ne s’annule pa&ifie cette équation si et seulement si il exsst

R - R de classeC'sur R telle que D(x, y)DRZ,g—f(x yy=a % f( %y
X

En déduire que les solutions de I'équation qui renmulent pas sont exactement de la forme :

(x,y)>é(x)w(y). ¢ ety sontdes fonctions de clas§é sur R ne s’annulant pas SuR

A-t-on unicité d'un tel couplég,y) ?

Exo036 :

Soit f :R? - R de classe Esur R?.

Résoudref (X, y) :Z—f(x y)+g—f( y), On poserau=x+y et v= x )
X y

Exo37 :

On posey : (x, y) - (u= XY, vzﬁj , justifier queg est une bijection d@R“)2 sur lui méme
y

0% f 0% f
Résoudre X -y
ox? (X’ y) ay*

(% y)=0,0u f:R®>- R de classeC’® sur R®.

Exo38 :

Déterminer les points de la surface définie ga¥ 3xy—3X — Y ou le plan tangent contient la droite
passant parA(0,0,]) et B(1,1,3

Exo039 :

Déterminer les points de la surface définie @a¥ 4X + Yy ol le plan tangent est paralléle au plan
d’équationx+2y+ z=6

Exo040 :

On considére C le cercle trigonométrique orientéifpeement

Calculer [(x+ y)dx+( x- y)dy
C

Calculer j xydx+( x+ y)dy
C



