Saint Rémi : MP
David Corneillie

Chap AGL1 : Exercices vus en classe ou a faire

Rappels préliminaires :

Exol :
f une application de E dans F et g de F dans G,treotes affirmations suivantes

si f et g sont injectives alors gof est injective

si f et g sont surjectives alors gof est surjective

si gof est surjective alors g est surjective

si gof est injective alors f est injective

si gof est injective et f surjective alors g egtative

si gof est surjective et g injective alors f esjestiive

Exo02:

L'application deN dansN définie par f (n) = n+2 si n est pair etf (n) = n+4 si n est impair, est-elle
injective ? surjective ? bijective ?

Exo3 :

Soitla relationC(z, 2)0C?, zRz- DR, =208+ SIP

—-zsin@+ coY
Montrer que R est une relation d’équivalence eedginer la classe dé
Exo4:

Soit l'application f :R? —{(0,0)} R RZ—{(O,Q} telle que f (x, y) =(x, y) avec
. 2X _ 2y
X'=——— et y= 2ty

X2 + y2
Soit f une application de E dans E telle gfogof = f.

EX05:
Montrer que f est surjective si et seulement st frgective
EX06 :

Soit (A, +,x) un anneau tel queixd A X = x.

, montrer que f est bijective.

On définit la relation R sur A pafl(x, y)O A, XRy= xy= :

Montrer que R est une relation d’ordre sur A
Exo7 :

f définie de E dans F. Montrer que f est surjecsivet seulement sly O F, f ( £t ({ y})) ={y

Exo8 :
Sur R, montrer que la relation suivante est une relatibéquivalence :XRy = xé = yé

) Les groupes :

Ex09 :
E=Q-{},on pose & &= a b al; montrer que(E,*) estun groupe
Ex010:

X+ Yy

E=]-11,on pose % F1+—xy

; montrer que(E,*) est un groupe
Exo0l1l :

(G,,*) et(G,,*) sont 2 groupes.

Montrer que(G, 0 G,,*) est un groupe= G, 0G, ou GO G



Exo0l2 :

Soit (G,*) un groupe non abélien

Montrer quel’ ={aDG, OxOG a* x= %X a} est un sous groupe de G

Exol13:

Soit (G,*) un groupe, H un sous groupe de G est dit distigesgu’ il vérifie la propriété suivante :
OxO0G,0y0H, x'yxd H

Soit f endomorphisme de G .
Montrer queker f est distingué dans G .

Montrer que si H est distingué dans G aldr§H ) I'est dansim f .
Exol4 :
Soit G un groupe multiplicatif engendré aéléments x et y tels qué = y* = ( xy)2 =€

ou e est I'élément neutre et X, y sont distincts.de
Montrer que G ne possede dtiéléments.
Exo 15:

Soit (G,X) un groupe abélien, x et y sdhéléments de G d’ordre respectif p et q

On suppose p et q premiers entre eux. On (15te<) le sous groupe de G engendré ax xy. Montrer
gue x ety sont éléments de F

Ex016 :
1 x z
Montrer que I'ensemble G des matrices de la foffde 1y avec( Xy )D R® est un groupe pour le
0 0 1
produit matriciel . Trouver le centre de ce groupe
Exol7 :
Déterminer les automorphismes (i, +)
Exo18 :
1 0O
Montrer que I'ensemble des matricdd, =| x> 1 x| o0 XJR est un sous groupe d@LS(R)
2x 0 1
isomorphe &R, +)
Exo019 :
Soit (G,*) un groupe tel qu&xO G, X = e. Montrer que G est abélien
Ex020 :

(G,x) un groupe tel quél(x, y)O G, ¥y =( X))Z. Montrer que G est abélien

Exo021 :
Soit G un groupe cyclique d’'ordre n et x un généuade G.

n
Montrer que I'ordre dex’ est——
nUr

Exo022 :
Soit (G,><) un groupe, H un sous groupe cyclique de G et Kous groupe de G.

Montrer queH N K est cyclique

Ex023 :

Soit G un groupe multiplicatif abélien

x estd’ordre a ety est d’ordre b

On suppose que a et b sont premier entre eux. Miogtre xy est d’ordre ab



Exo024 :
Soit G un groupe multiplicatif tel quexOd G, ¥ =1

Montrer que G est commutatif

Soit H un sous groupe de G différent de G, on @ds& - H
Montrer queH naH =0

Ex025 :

Soit(g)", une base de E, Une matrice M est de permutatibexiste 0 0 S, telle queMe = )
Montrer que I'ensemble des matrices de permutatiomae un groupe multiplicatif

Il ) Les anneaux et les corps

Ex026 :
Soit A:{m+ n5,(m r)DZz}, montrer que(A,+,) est un anneau dont on précisera les éléments

inversibles
Exo27 :

Soit (A, +,.) un anneau commutatif, on dit qu’'un élément x destAnilpotent s'il existe un entier n non
nul tel quex" =0

Montrer que si x et y sont nilpotents alors le privdky et la sommex+ y le sont aussi

Montrer que si(l— x) est nilpotent alors x est inversible

Exo28 :
Soit D 'ensembléR*muni de<2 lois de composition interne :
Ooy)+(x, )= x, e y) et x P % ¥=( 0y ')
Montrer que ces deux lois conferent a D une stmgctlianneau commutatif. Est-il intégre ?

Quels sont les éléments inversibles de D ? Prétisgerse d’'un élément inversible
Ex029 :

On considére un annegdA, +,x) tel quelIX A 6x= x+ x+ X+ X % %0

On pose A ={xO A x+ x=0yet A ={x0A x+ x+ x=0. Montrer que A et Aont une structure
d’anneau et queA + A, = A

Que peut-on dire day et yx si X0 A et I £7?

Ex030 :

Soit (A, +,><) un anneau non commutatif , si x est un éléme#t de

On note C(x)={yO A xy= yk. Cet ensemble est appelé commutant de X, monttiéregt un sous
anneau de A.

A est I'ensemble des matrices carrées d’o2ieecoefficients réels, soll, =( o) étudier la forme

des éléments d&(M, ), et en déduire qu€(M,) est isomorphe & .
Exo031 :
Soitd ON".On poseAd ={(x y), y- ¥J &}, montrer queAd est un sous anneau @8

On pose( A, +,x) un sous anneau ({@2,+,><)
Montrer queH :{xDZ tel que( x0) O ,}\ est un sous groupe dé

En déduire qu'il existel ON"\{1} tel que A Ad

Ex032 :
Résoudre dans I'ensemble des entiers rela®®Ox — 84y = 1:

Exo033:
A un anneau commutatif, et | un idéal de A, omidg radical de | comme suit :



Vi ={xOA/OnOIN, x D1}
Montrer quel o1 etquex/l_ est un idéal de A

Montrer quel [0 J = /I 0+4J. Montrer quevlinJd =1 nJ

Exo034 :

Montrer que si a et ¢ sont premiers entre eux etlyget c sont aussi premiers entre eux alors abseint
premiers entre eux

Montrer que si a est premier avec bc alors a estiper avec b

Ex035 :

On appelle anneau local tout anneau commutatif ﬁsdaquel\/(A) , 'ensemble des éléments de A non
inversibles, est un idéal.
Montrer que si A est local anM(A) est maximal, c’est-a-dire qu'il est le plus gradéal autre que A

inclus dans A
Ex036 :
Soient a et b deux entiers premiers entre eux stairapair et b est pair, soit d le PGCD de

(a+b) et( a- B, montrer que d divise a , en déduire diae+ b) et( a- B sont premiers entre eux

Ex037 :
141 + 1 est-il multiple de 15 et 20! + 1 esnilltiple de 21 ?
Exo38 :

On suppos&™* -1 premier, calculer la somme des diviseursade?2" (2”+1 —1)

Ex039 :

Soit (A +,) un anneau commutatif

Montrer que A est un corps si et seulemelﬁo}siet A sont les seuls idéaux de A
Exo40 :

Soit (A,+,x) un anneau d'élément neuttg

Montrer qu'il n’existe qu’un seul morphisme de If@au (Z,+,x) dans (A, +,x)

Exo 41:

SoitnON et g =27 +1, montrer que sh# m alors a et g sont premiers entre eux
Exo42 :

Soit p un nombre premier, montrer que p di\E{ej Ok D[[l, p—l]]
Exo43 :

. . 3 a b) . i )
Soit A I'ensemble des matrices carrées d’ordre Baderme(b j ou a et b sont des entiers relatifs.
a

Montrer que A est un anneau pour I'addition et laltiplication matricielles, est il commutatif ?
Quels sont les éléments inversibles de cet anneau ?

Quels sont les diviseurs de zéros de A ?

Exo44 .

Un idéal | de A est premier si et seulemeriifk, y) O A, xyO 1= x0 | ou yJ |

Soit A un anneau abélien dont tous les idéaux p@mhiers, montrer que A est un corps
Exo045 :
On noteQ I'ensemble des entiers rationnels, on considéna pombre premier

Soit Az{x:%DQ tel que dJ pzl}. Montrer que( A, +,x) est un sous anneau @@, +,x)

Montrer que I'ensemble des éléments inversible& elet{x :%DQ tel que &1 p= 1 pzl}



1) L’anneau Z/nZ :

Ex046 :

Montrer que 7 divis&®™™ + 2™? pour tout entier naturel n
Exo47 :

Montrer que tout n entier naturel3™* - 4?0117
Exo48 :

Résoudre 5x=5dansZ /77 , 5x= 4 dan¥. /7 ,5x% 4 dang /8 ,4=x 1 dafis /B

7x+5y=2
Résoudr y dansZ/8Z
5x+4y=0

Exo49 :

Résoudre dang {

x=5[15 x=7[13
x=8[2¢ ' |x=11[27
Résoudrex’ -3x-7=0 dansZ /2%

Résoudrex’ +5x+4=0 dansZ /1%,

Exo50 :
Soit p un entier supérieurda

Montrer que p est premier si et seulemen( pi—l) I= —1[ p]

Exo51 :

Montrer que I'ensemble des diviseurs de zéro dBhZ estD :{5 #0,al0nz ]}
Exo52 :

Déterminer le dernier chiffre de I'entidi997 ol k= 1998

Déterminer le dernier chiffre 987%™

Ex053 :

Déterminer les deux derniers chiffres 28° et de3*°* et de 7°°*®
Exo54 :

1. Déterminer le reste de la division @6F"" par6 ( On pourra observer qugs1 est premier ave6 )

2. Soit n un entier tel que= pg ou p et g sont des nombres premiers, expri¢(eT) en fonction de p
etdeq

3. On note e un nombre premier avép-1)(q-1), établir I'existence d'un entier d tel que

e.d=1[(p-9(o 1]
4. Démontrer que pour tout élémembZ/rzZ , a“ =3[ 1
( pour info dans le systtme de cryptage RSA , ieené est connu de I'expéditeur, I'entier d du
destinataire. L'entier d est trés difficile & cdési la factorisation de n n’est pas connue chiéfrement
du messagea par I'expéditeur se fait paa — & et le déchiffrement par le destinataire jpar— (ae)d :
le message est ainsi décodé )
EX055 :
Montrer que >  ¢#(d)=n

d diviseur de n

EX056 :
On considére I'équation” + y* = Z dansN® avec X [y =1

Montrer que X, y et z sont premi&a 2
Montrer que x et y sont de parité différente ( oengra x impair et y pair )
Montrer que z est impair

Déterminer(z+ x) O( z- ¥



Montrer gu'il existe deux entiers u et v premietrerux tels que
X=V-U, y=2uvet = ¥+ ¢

EX057 :

Combien y a t'il d’élements inversibles datensZ /787 et dansZ/405Z
Ex058 :

3X=2
Résoudrg{ X [ﬂ

5x=1]6|
Ex059 :
Pour tout entier naturel non nul n, on po@erx/a)n =a,+h+/2 ou (a,;b,)O(N%) 2.

Montrer quea, Uh, =1.

Ex060 :

Une bande de 17 pirates dispose d’'un butin de Negiél’or.

lls décident de se le partager équitablement etatener le reste au cuisinier qui n’est pas un prat
Celui ci recoit 3 pieces

Mais une rixe éclate et 6 pirates sont tués. Teuldutin est reconstitué et a nouveau partagéyisimer
recoit 4 pieces

Dans un naufrage seul le butin, le cuisinier eirfdes sont rescapées. Le butin est & nouveautrdulie
et le cuisinier recoit 5 pieces

Quelle est alors la fortune minimale que peut espébtenir le cuisinier morsqu’il décide d’empoisen
le reste des pirates ?

IV) L'anneau K[ X 1 des polynémes :

Exo61 :

Déterminer le reste de la division euclidienneRiex) par( x- a( x- §

Déterminer le reste de la division euclidienneRiex) par (x- a)’

Ex062 :

Déterminer le reste de la division euclidiennexdepar (x-1)° (x- 2)

EX063 :

Dans ]R[X] déterminer le polyndme P de degré minimal qui siiisible par X*+1 et tel que
P(X)-1 soit divisible parX®+1

Exo064 :

Soit I’équation(E) . x>+ px+ q=0 ou p et q sont deux réels quelconques.

Déterminer une condition sur p et g pour i) ait une racine double.

EX065 :

Donner une condition nécessaire et suffisante e le polyndme A ait une racine multiple a dans
C[X] avec A X= X+ px+

EX066 :

Décomposer en éléments premiers dRrﬁQ(] le polynémex® + x* +1

EX067 :

Montrer qu'il existe un polynéme, Teel queT, (cos(t)) = cognt)

Montrer queT, (X) =1, T(X¥=x T(¥=2xT.( ¥~ I.( X

Ex068 :

On considere la suit(an) de la variable réelle x définie par les relatiosigvantes :



OxOR, B (X =10n0N*O0xXOR, B,( }= B,( X
DnDNﬁjaJ@dx=o

Montrer que B est un polynéme de degré dont on précisera tagefominant.

Expliciter B, B, et B,

Montrer que pour toun>2, B, (0)= B (1)

Montrer queCx0[0,1] ,OnON, B (¥ =(-1" B(1 ¥

Ex069 :

Déterminer un polyndme P de deg#tel que (X -2)° divise P(X)+112 et (X +2)° divise
P(X)-144

Exo70 :

On note E l'espace vectoriel des polynbmes a oisffis réels de degré inférieur ou égal a 2, et
B :{1, X, XZ} sa base canonique

On considere 3 réelsa, =0, =1, a,= 2

Déterminer la famille de polyndmes de E tels U,p(aj ) =0 siizj,L(a)=1

Exo7/1:
Soit P un polynéme a coefficients ddhs de coefficient dominaritadmettant a comme racine da@s

Montrer que dlZ

Exo72 :

Factoriser le polyndmé®(x) = ¥ + axX + by sachant qué. est racine double
Exo73:

Montrer que le polyném@(x) = X +3X + 2 n'a pas de racine dan®
Exo74:

Déterminer le pgcd des deux polynédmes suivants :

a(x)=3xX-xX-xX-3X+ x1 et k= %+ 2% 4% 5x¢

Exo75:

Le polyndmeP(x) = ¥ —=5x + 3 est-il irréductible dansQ ?

EX076 :

Justifier 'existence de 2 polyndmes P et Q tels(@ux)" P(x)+ X Q ¥ =1

Justifier I'unicité de ces 2 polyndmes s'il appartent aR,_, [ X]

Déterminer ces 2 polynbmes

Exo77 :

On considére(H,) une famille de polyndmes définie pat,(x)=1, et pour tout entier naturel n
Hn+1(x) = XHn(X)_ Hnl( X)

Montrer que pour tout nH  est unitaire de degré n

Montrer que pour tout nH,,,'(x) =(n+1) H,(X)

Exo78 :

On considéreR(x) = X + px+ q ot p YOR?

Déterminer une condition nécessaire et suffisantepset q pour R admette 3 racines a,b etc 2 a 2

distinctes telles qua®+b* = c*+1
Exo 79 :

Déterminer les polynémes P tels que pour tout &ibn P(xz) = ( X +1) P( x)



Exo 80 :
Déterminer les polynémes P qui sont divisibleslpar dérivé

V) Algebre :
Exo 81 :
a b c
Soit A 'ensemble des matrices de la formda,b,c)=| ¢ a b|.
b c a

Montrer que cet ensemble forme une algébre doptrécisera une base .
Exo82 :

Dans M, (R), on noteF = a
A b ¢

j , ol (a,b,c)OR® avec k0

On consideérd :{M =xl +yF,(x, y)D]RZ}

Montrer que(I", +,%,.) est une algébre commutative



