Saint Rémi : MP ( programme 2022 )
David Corneillie

Chap AG2 :
Réduction d’endomorphismes et de matrices

Rappels préliminaires

Def : Soit(x ).

., une famille de vecteurs de E, on dit qu'un vecieest combinaison linéaire déxi)

ia -’
s'il existe des scalairef/, )iDI tous nuls sauf un nombre fini d’entre eux tels quvez}lix , on dit aussi
idl

que xDVect(( X)., )
Def : Une famille(x ), est génératrice de E Iorsquz‘e:Vect(( x)im)

1° Espace vectoriel de dimension finie :

On appelle espace vectoriel de dimension finie emtace vectoriel possédant une famille génératrice
finie, sinon la dimension est dite infinie. Une dast une famille libre et génératrice

Th : ( dit de la base incompléte ). E un espaceoviet de dimension finie, softx )., une famille libre

de E, alors il existe une partie L telle g(se)
peut étre complétée en une base

o, SOit une base de E. On dit donc que toute farilite

Conséquence : Si E est de dimension n alors tautdlé libre de n éléments est une base
Si E est de dimension n alors toute famille gémi&matde n €éléments est une base

2°) Applications linéaires et familles de vecteurs

Rappel : f :E - F est linéaire si et seulement 6{x+Ay) = f(x)+4 f(y)

Th : L'image par f d’'une famille génératrice de & ene famille génératrice de Imf

Dem {(x )., estune famille génératrice de E0Im f = (XD E tel que y= { X
Or x=Yax = y=Y a f(x), donc la famille( f (x))  est génératrice dém f
il ia

Corollaire : f est surjective si et seulement @inage par f de toute famille génératrice de E e u
famille génératrice de F

Th : f une application linéaire est injective sisstulement si I'image par f de toute famille lilke E est
une famille libre de F
Dem : (=) (%), une famille libre de E

> af(x)=0= f(Zai x} =0 or f estinjective > a;x =0 donca; =0 (libre)
icl ia idl
(O) Sifnest pas injective, alors il existe x nontelique f (x) =0, or {x} est libre ef{0} est liée

Soit(x ), une base de EXOE, O(a;) , tels que ¥ Y a x=> ()= a (X

icl ia
Il suffit donc de connaitre 'image dés ) par u pour détermineu(x)
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3°) Sous espaces supplémentaires :

Th : On a équivalence entre les 3 assertions st@sn
() E=F+G et Fn G={0}
(i) OxOE, O( %, %)0 Fx G tel que x x
(i) dimE=dimF+dimG et Fn G={{¢
OnditalorsqueE=F0O G
Dem : (i =ii) L’existence est assurée p&r= F + G

On suppose que=X+X% = y+ %= %~ y= %~ x0 I C

Doncx =y etx=1Yy

(i =iii ) SoitxOF n G, x= x+0= 0+ x, par unicité de la décomposition x = 0
SoientS, =(f,)_, , et B,=(g),.,, des bases respectives de F et G

On va prouver qugB = B, [0 B, est une base de E

OxOE,O(x, %)0 Fx G tel que x x yor Xﬁzp:aifi etxzzzr:yig
j=1 =1

Donc S est bien génératrice de E
p r p r p r

SiY af+> yg=0alors Y af=-> ygldFn Gdonc) af =0etd yg=0
j=1 j=1 j=1 j=1 =1 =1

or les famillesf, et B, sont libres donc tous les coefficients sont nésgui assure l'indépendance
linéaire de la famille qui est bien une base de E et datim E = dimF + dimG
(i i) F+GOE etdim(F +G)=dimF+dimG=dmE= F+G= E

Il faut aussi justifier que(ii =i ) dans le cas ou la dimension n’est pas finie
Soit xOF n G, x= x+0= 0+ X, par unicité de la décomposition x =0
L'existence d’'une décomposition prouve dtie F + G

Def : Deux espaces F et G sont supplémentaires HdossqueE=F [ G

Ex: M, (R)=S,(R)D A(R)

Exo : Soit E un espace vectoriel et f un endomemhide E vérifiant > —5f + 6ld = 0 Montrer que E
est la somme directe des sous esp&eeff — 2d) et ker f - 3d)

Th : Si E est de dimension finie, alors tout s@amaee F de E admet au moins un supplémentaire G
Dem : SiF =E alors E= EO{0}

Si F ={0} alors E= EO{Q
Sinon F :Vect(( e)izl__p) alors (q)i=1..p est une famille libre de E donc on peut la congplén une

base de E, il existgg ) _ . tels que(g)._, . soit une base de E

i=p+1..

On noteG :Vecl(( ga) ) on montre ensuite que F et G sont supplémentaires

i=p+l.n

Soit X E, X:Zn: )gezzp: xie+zn: xel B (
i=1

i=1 i=p+1

P n
SixOFNGalors x=) xe=> xe> x0 céa famille est libre

i=1 i=p+1
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Rem : L’existence d’'un supplémentaire est assuéaearsi la dimension n’est pas finie

4°) Théoréme du rang :

Th : Une application linéaire u de E dans F défimit isomorphisme de tout supplémentaire Ckeeru
dansimu

Dem : Soit G un supplémentaire du noyau deE=kerud G

On considere v la restriction de u sur G, montrgaos v est injectif

kerv= G keru={ @, donc v réalise une bijection de G durv

On a toujoursimv d Imu
SixOlmu alorsOyO E tel que x (1 jor y=z+t ol 2] G et Hker |

Donc x=u(2) =\ 20Im v( car & G doncimu=Imv

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, d application linéaire de E dans F, on rappelle le
théoréeme du rang dim(Im f ) +dim(kerf ) = dime

Conséquence : Si f est un endomorphisme en dinmefirsie alors
f est injective= f est surjective= f est bijective

5°) Un outil trés utile : les projecteurs

Def : Tout endomorphisme de E vérifiant pop = {pagepelé projecteur de E

Prop : Si p est un projecteur de E, aldterp et Im p sont supplémentaires
Tout projecteur est une projection sun gnage parallélement a son noyau
Si p est un projecteur alohs p =ker( p- Id)

Dem: OxOE, x= p( X+ x d ¥= x+ x ot { pdIm

x, vérifie p(x)=f x § ¥)= b ¥~ pop 0= ,Xker

DoncE =Im p+ker p
Si xOIm pnkerp= x=p ) et f x=0= pop y= [ )y

Exo : Soient p et q deux projecteurs, montrer gueqest un projecteur si et seulementmg= qop=0

Exo: fun endomorphisme de E qui commute avec tous lesmemghismes de E. Montrer que
OxOE, ( f(x), x) est liée. En déduire que f est une homothétiesiette.

6° ) Calcul matriciel :

Rappel : Soit f une application linéaire de E d&hsleux espaces vectoriels de dimension finie, soien
(el)]sisp et ( f),., des bases respectives de E et F, on définit laiceade f par rapport & ses bases, la

n .y
matrice A dont les coefficients, vérifient f (ej ) =>a,f, f( (?) étant le f"®vecteur colonne
i=1

Rem : Si on posé&, le vecteur colonne associé au ieme vecteur deas® lzanonique alors on aura
toujours (i, j ) OLn]x[1p] . ETAE = g

Th: Les matricesE,; =(d, 4, ) forment une base dd, , (R)

I<I<n,k<k<p
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Donc dimM, (R)=n’ etdim M, ,(R)= np

* Le produit de 2 matrices AB=C tel que ¢ = 2 b, en respectant les ordres, en effet pour que

p
k=1

ce produit soit défini il faut qu&AOM, ,(R), BOM,(R)= CO M, (R)

Exo : Observer I'effet sur A lorsqu’on multipliegauche ou a droite A par la matrice;E
Exo: Soit AOM, (R) telle queOBOM, (R), AB= BA. Montrer que A est la matrice d’une homothétie.

Prop: M, (R) forme une algébre non commutative

* La transposée d’'une matriceB= A telle que b=138
Prop: (A) =A (A+B) = A+ B, (kA = KA,( AF = B P
Prop:SiA - Aalors AT — A

* Le déterminant d’'une matrice carrée d’ordre moté det( A)

Rappel :det(A) = > ggﬁ 3 ()
oS, 1=

On retient :
- la linéarité par rapport a chaque colonne
- le caractere alterné : deux colonnes identiquesuent le déterminant
- 'échange de 2 colonnes change le signe
- le calcul s’effectue par le développement pamp@pa une ligne ou une colonne

Prop : det(AT) = de(A) , defkA = K ddtA , détAB= deth deth

Prop : Si A, - A alors detA - detA

* Les matrices définies par blocs ( cas des matideeses )

On poseM =(Q Ej avec A0 M,(R), B M_,,(R), @ M, (R) et M, (R)

On généralise les opérations algébriques
AC_MA' C) (AAA C+/1Cet A XAC_ AA CB Ag C
B D B' D') |B+AB D+AD B D B D) | B+ DB BG DD
A CY (A B
B D - CT DT

. A B
Prop : SiM :(O Cj alors det( M) = de{ A detC)

I

oem: [0 o[ o

« Matrice inversible et inverse de matrice carrée

Def : A est inversible (ou réguliére ) si et sewdefrsi il existe une matrice A’ telle queA' = A" A= |,

si elle existe , cette matrice est unique et egele inverse de A, notée*
Chap AG2 4



Prop : A estinversibles [OBOR", le systeme AX admet une solution unique

< son déterminant est non nul
Prop : Si A est inversible aloraB= AC - B= C

Prop: (A*) =(A")", (AR = B* A*
Prop : L’ensemble des matrices inversibles formgnaupe multiplicatif, appelé groupe linéaire d’oedr
n, notéGL, (R)

Théorie de Cramer ( Gabriel 1704-1752 ) : Soit A unatrice carree d'ordre n, le mineur de
a, noté A estle déterminant de la matrice carrée d'ordrel obtenue en supprimant [d'fligne et
-iéme

la j~" colonne.
On appelle cofacteur da; ; le terme(—l)'” A, la comatrice de A est la matrice des cofactenci¢e

Com( A

a1 1 T — — xlp= 1 T
On calcule :A _det(A)(c:on( A) et AX=B= X= A B—det(A)(Cor(l N

Rem : La formule A( Com( A))T =det( A | est toujours valable

« Rang d'une matrice

Def : On appelle rang d’'une famille de vecteurslimension de I'espace vectoriel qu’ils engendrent,
appelle rang d’une matrice le rang de ces vecteotennes

Si AOM, ,(R) alors rg(A)<inf (n p)

Prop : rg(A+B)<rg(A+rg(B), rg(AB)<rg(A) etrg AB< rd B
Dem:Im(f+g)OIm f+Img= rg( A+ B)< rg( A+ rg( B-dim(Im fNIm g
doncrg (A+B) < rg( A+ rg( B)
On a immédiatemerim ( fog) O Im f = rg( AB) < rg( A
On a ausskerg O ker{ fog) = n-rg( Bj< n- rg AB= rd AB< rg B
Prop : Si P et Q sont inversibles alorg(PA)=rg(A) et rgl AQ= rd A
Dem : On a déjag (AQ)<rg(A
OrsixOIm f = OyDE tel que x { y orq est surjectify (q)z =x fodg
Doncim f O Im( foq) = rg( A < rg( AQ
On a déjarg (PA) < rg( A
SoitxOker( pof) = pof( ¥ =0= f( 30 ker p={ § = X ker i
Donc ker(pof) O kerf = n-rg( PA< n- rd A= rd A< rd PA

Exo : SoitM = AB" + BA' ou( A BD(R”)Z tels qué A soit libre . Quel est le rang de M ?

*« Formules de changement de bases :

Soit B, =(g), une base de E &', =(g")", une nouvelle base de E, ona:
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ij

0j, e’ = Zn:aij e etP= (a'.. ) =mat( 1d,( ¢).( ¢)) la matrice de changement de base
i=1

SoitxOE, x=) xe=> % =Y X> g e> x> q  ralors X=PX'
i=1 =1 =1 i=1

i=1

Dés lors siAOM, , (R) et A= ma( (e .9 )

i=1’ i=1

SionnoteP=mat( e -~ &) etG&E m4dt, - 1)
Alors B = mat( f.(e),.(f )i”:l) = Q' AF

Dem:Y=AX < QY= APX~ Y= Q AP}

Cas particulier : SIAOM, (R), P=maf e~ &), alorsB= mat( f,( éi)) = P' AF

2 1 1 1
Exo : Soit la matrice dans la base canoniq‘éle(3 4] ,on poswl(lj, 5{3}, exprimer la matrice de

f dans cette nouvelle base

* Matrices équivalentes et semblables :

Def : A et B deux matrices dkl, (R) sont équivalentes s'il existe P inversible G&,(R) et Q
inversible deGL, (R) telles que B= @ Al

Prop : Cette relation est une relation d’équivalen¢ R.S.T. )

Th : Deux matrices dd\/ln’p(R) sont équivalentes si et seulement si elles reptése une méme

application linéaire u d’'un espace vectoriel E dmdnsion p dans un espace vectoriel F de dimension
relativement a deux couples de bases de E et F

Th : Une matrice deM, ,(R) est de rang r si et seulement si elle est équitel@ la matrice de
o (1.0
M, ,(R) définie par blocs parJ, ,, = o o
Dem (=) dim(keru) = p-r, on note G un supplémentaire Keru
Onnotg8 =(g),, , la base relative & Okeru= E

Or tout supplémentaire du noyau est mmqrine a son images = u/ G est injective
Donc(u(q))i:lr est une famille libre de F que I'on peut compléteiune base de F

On noteé"=((u(e))i:1,I ( f)i:r+l.n)

La matrice de u relativemenifet 5' seraJ

n, p,r

(D ) On ne change pas le rang en multipliant & gaualna droite par une matrice
inversible, orA=Q™J P

Corollaire : Deux matrices sont équivalentes ss@tilement si elles ont le méme rang

Def : Dans le cas ou n = p, on définit la notionrdatrices semblables ; on dit que A et B sont szinidd
lorsqu’il existe une matrice P inversible d8L, (R) telle que B= P Al
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Prop : La similitude entre deux matrices est unatren d’équivalence

Prop : Deux matrices semblables sont équivalentes
Rem : La réciproque est fausse, en effet touteiceatle GL, (R) est équivalente &lcar P=P(1 )1,

et la seule matrice semblableaést  car P(I,)P*=1,

Th : Deux matrices carrées d’ordre n sont sembsldeet seulement si elles représentent un méme
endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimenmsi@mtivement a deux bases de E

1 2 0
Exo : Montrer que les matrice[s2 J et( 0 3j sont semblables

Exo : Soient (A B)O(M, (IER))2 semblables dansM,(C), montrer qu’elles sont semblables dans
M, (R)

o O k-
o +» O

0
Exo : SoitAD M, (R) telle que A=0 et Az 0. Montrer que A est semblablg &
0

* Latrace:

Def : Si AOM, (K), on poseTr(A) :Zn:qi

Prop : Tr(A+AB)=Tr( A+ ATr( B) etI:lTr(AB) =Tr(BA
Prop:Tr(ATA):Zn:Zn:q].2

i=1 j=1
Prop : Deux matrices semblables ont méme déterminame rang et méme trace

Conséquence : Si p est un projecteur atwrigp) =rg( p)
Dem : On démontre que toute matrice de projectgtrsemblable {I(; gj en construisant une
base adaptée & =Im p[ ker p

Exo : Soient deux matrices A et B telles dA\2— BA= A, montrer que A n’est pas inversible

I ) Quelques compléments :

1°) Somme directes de p sous espaces vectoriels

Def : Soit(F, )iDﬂl ,; une famille de p sous espaces vectoriels de E

On dit que la somme est directe Iorscmie][[l,p]], Fn Z F :{ (} . On note alors [ F

I id/L.p]
p
Prop:dim{ O E |=) dimF
p (mﬂl,pﬂ j Zl .

Dem : On prouve qu’une réunion de basesdeonne une base dDe[[;J ]]Fi
iL.p

Def : On dira queE :_D[E ]]Fi lorsque tout élément de E s’écrit de maniére uvmiguomme la somme
14L.p

p
d'éléments dem, OO E, 0( %)°, tel que xJ F et x>

i=1
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Def: SIE= _E[E ]]Fi , on définit pour tout D[[l,p]], p. la projection surF, parallelement a F,
iHL.p

j#

Prop:zp:p,=ld

i=1
Dem : OxO E, X:Zp: xzzp: p( %
i=1 i=1
2°) Sous espaces stables :

Soit u un endomorphisme de E, F un sous espaceriedaie E est stable par u si et seulement si
OxOF,u(x 0 F
Ex : Le noyau et 'image d’'un endomorphisme saattlsts par cet endomorphisme

Th : Siu et v sont 2 endomorphismes qui commuengyau et I'image de I'un sont stables par lt&ut

Dem :Soit xOker u= L(\( >)): \( @ )Qz (0)= 0= { pa ker
Soit xdImu= x= | y= { X= (/ ( »: (,I(V»':> (v)KIm

3°) Les restrictions et endomorphismes induits :

Def : Soit u un endomorphisme de E et F un souscesypectoriel de E, on définit la restriction da &
ou I'application linéaire induite sur F, pau,.:F - E, OXOF y. (X = U )

Prop : Si F est stable par u alots. est un endomorphisme de F

Prop : Soit p la projection sur F parallelement & de ses supplémentaires alors on construit unumiq
endomorphisme de F par la compositipoy.: F - E- F

4°) Caractérisation en dimension finie :

SidimE =n, F un sous espace vectoriel de E stable par gueldimF = p<n. On prend(q)Eisp une

base de F que I'on prolonge pour obtenir une bas&d

A BBlj ol A=mat( u Fp:)

Dans cette base la matrice de u sera triangulaae lgocs A:(
2

On aura ainsidet( A) = de( A) defB,)

De maniere générale £ = [1 F ou F sont stables par u, on aura I'existence d'une bdesd= dans
I<i<p

A 0

laquelle mat( u £) = & est donc diagonale par blocs = mat( U/ F, 4.
\ i1 R

0 A

Rem : La réciproque est vérifiée

5°) Un exemple de drapeau :

2 -1 2
Soit A=| 5 -3 3 |=mat(up), montrer queE, =ker(A+1), E, = kef{ A+ 1)° ,E, = ke A+ 1)’
-1 0 -2

sont stables par u. En déduire que A est sembéablaiangulaire supérieure qui sera a déterminer
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I1) Polynbmes d’endomorphisme :

1°) Définition :

Def : Soit E un espace vectoriel de dimensioetru,un endomorphisme de E.
Onnote P(X)=>" g X, PO K X
kON

On définit alors I'endomorphisme de E pB{u) = >’ g u

kON

On crée ainsi . @, K[X] - ¢(E)
n crée ainsi un morphisme d’algébre
P — P(u)
Dem:P(u)=) au et y=> hd,onag, (P+AQ)=P(U+A1Q U, ¢,(1)= Id
KON pON

P(uoQ(y=> ad(qy) or Uk(Q(U))=p;NW”’ Plu)o(u=2.2 ahd”

KON KON pON

On pose alors, = > ab, = P( 1) od L):;N U= PQ )= QP )

p+k=n

P(u) oQ( u) correspond au produit de Cauchy des deux séliea u“ et k' qui convergent

absolumentg, (P) og,(Q) =¢,( PQ KON o
On adonc :P(u)oQ( U= Q Y off y= PO )

Exemple :
P(x)=1-x+¥X et  ¥=3-2x

P(ujoQ(u=q Y- uo@ i+ t oQ =3 162 43 42 % 3% 2°
Q(u)oP(U=3H y-2uof y=3 I3 3128 2 2%

Def : Son image sera noté@[u] est une algebre commutative, c’est une sous aehgdxbf(E).
Prop : ImP(u) etker P U sont stables par u

Par analogie, on définit également sht, (K) on ag,, :K[X] - M, (K), P P(M)
Son imageK [M ] étant une sous algébre dé, (K)

2°) Polynbme minimal :

kerg, ={POK[X], P(u) =G, 'ensemble des polyndmes annulateurs de u eistéah de K [ X]

Or K[X] est principal, donckerg, est soit réduit au polynéme nul, soit engendré yarpolyndéme

particulier.
Def : Sikerg, ¢{q , le polyndme unitaire qui engendkerg, est le polyndme minimal de u, que nous

noteronsmin, ou 7,
P(u)=0

Prop : P =min, si et seulement sk Q(u)=0= P divise Q
coefficient dominant de P1

Chap AG2 9



Ex: Siu=Ald alors son polyndme minimal est-X

Si u est un projecteur de E non nul et différentidentité alors x* - x est un polynéme annulateur de
u, il est de degré minimal . C’est le polynédme madi

De méme si u est une symétrie alons, (x) = X -1

. , R - . T
Exo : Déterminer le polyndme minimal d’une rotatuﬂanglez

Rem : La dérivation suK[X] , P~ P' n"admet pas de polynéme minimal
Dem: Soit D lapplication telle queD(P)=P' sil existe un polyndme Q tel que
Q(D)(P)=0,0POK][ X]

On poseQ( x) =Zn: a X ol g#0, prenons le polyndmB(x) = X', on aD"(P) = n!
k=0

Or Q(D)(P)=0 alors g =0 ce qui est impossible

Prop : Si u admet un polyndme minimal de degréxba(luk) _, forme une base di [u]

k=0..d

Dem : Montrons que la famille est libre, si ellaiétiée, alors il existerait(a ) telle que

i=0.d-1

d-1 d-1
D au“=0=P(X=> g X serait annulateur de u de degré inférieur a d, eg contredit la
k=0 k=0
définition du polyndme minimal
d-1
Le polyndme minimal étant de degréud,= Z g U, on montre ensuite par récurrence que pour tout
k=0

entier n supérieur a d," est combinaison linéaire deés")k_o o1

Exo : Soit P un polyndme, montrer que si Rrét, sont premiers entre eux aloR(u) O GL( E)

Exo : Soit ud/(E) tel que min, (x) = x’ -3 + x. Montrer que Imu etker u sont supplémentaires

3°) Théoréme de décomposition des noyaux :

Th : Soient B et B deux polyndmes premiers entre eux, on goseR x B
On a alors kerP(u) = kerR(u)O kerB( U
Dem: On aP(u) = R(U) oB( §= B § off
Soit xOkerB(u)+ kerB(uU= x= x+ x
P(u)(X)= R(U) off ( 9+ K } off W =0 donckerR(u)+ kerB(1) D ker 4
Soit kaerP(u), or BOR =1, donc il existe deux polyndmes Q et R tels que
RQ+RR=1= B( Y o §+ H h oR)= |
Ainsi x=R(u)oQ(y( 3+ B( § oR Y }= ¥
R (u)()= QY o §( ¥=0= yiker { hR(u)(z)= Ry oR §( k=0= Dker ,f ) donc
kerP(u) O kerR(u)+ kerR( u
Soit xOker B (u)N kerB( u), on réutilise le théoréme de Bezout

x=Q(u) oR(Y(J+ R § of Y )=0+0
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Généralisation :
n
Si(R,)._, sont n polyndmes premiers entre eux aﬁ?ecl_' R, alors kerP(u) = 0 kerR (u)
= _ <Ksn

Un cas particulier intéressant :

n
Soient (R)._ n polyndémes premiers entre eux tels ﬂePk (u)=0

OnaalorsE= 0O kerR (u)
kO[1.n]

4°) Applications :

* Supposons E un espace de dimension finie, si indanerphisme de E admet donc un polynéme
minimal min,, ce polyndbme se décompose en produit de facteremigrs sous la forme

p
min, =I1R", commemin,( §=0, on obtient E= [ kerP” (u), cette somme directe étant
1= <i<p

constituée de sous espaces stables par u, dankaseebien adaptée, la matrice de u sera diagonale
par bloc.

Def: SiE :LD ker(u—/li )”i alors ker(u -A )”i s’appelle un espace caractéristique de u assoclé a
<i<p

8 -1 -5
Ex : Soit la matriceA=| -2 3 1 |, montrer queR® =ker(A- 21)0 ke A- 4)° . En déduire une
4 -1 -1

matrice diagonale par blocs semblable a A
» Etude de suites récurrentes

Soit I 'ensemble des suites,) telles quex,,, =-2x,,,+11x,,+12x,,~ 36, , cet ensemble est un
espace vectoriel de dimension 4.

Soit u 'endomorphisme de I'espace des suitesuelqx,) = x,.,

M =kerP(u) oo P Y= d+2d-114- 124 36l or P(u)=(u+31d)" of u-21d)°
D'aprés le théoréme de décomposition des noyaexer(u+ 3id)’ 0 kefu— 2d)’
Donc x, =y, + 7, y,Oker(u31d”, z0 ke v 219°

Or ker(u+3id)" est de dimension 2 &er(u+ 3id)’ :Vect[(—é')" (- 3"}

De mémeker(u— 2id)’ :Vect[( 2" 2"}

Finalement x, =(-3)" (a+ bn) + 2" ( ¢+ dr) pour tout entier naturel n

I11 ) Eléments propres d’un endomorphisme ou d'unmatrice carrée :

1°) Définitions :

Prop : Soitx#0 tel que | ¥=A x alors] ¥ Veft)x (u)yA
Dem:siyOVec{ = y=a x> { y=a ( k=a4 xA
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Conséquence : Une droite vectorielle D est staldle yn endomorphisme u si et seulement si I'image
d’un vecteur non nul de D appartienta D .

Def : Soit u un endomorphisme de EAEI K , ce scalaire est une valeur propre de u si etesaaht si il
existe x un vecteur non nul tel quéx) = A x
Si A est valeur propre de u, alors tout vecteur nonvarifiant u(x) = A X, est appelé vecteur propre de

u associé a la valeur propré
Si x est vecteur propre, tout vecteur non anéet( >§ sera aussi vecteur propre

L’ensemble des vecteurs propres associés a une naee propre est un sous espace vectoriel de E si
on lui adjoint O, on I'appelle sous espace propeeud notéE, (u)

L’ensemble des valeurs propres de u est appelérspbxu

Ex : Si u est un endomorphisme non injectif, albmesst valeur propre et I'espace propre associélest
noyau de u

Plus généralement on B, = ker(u-A1d)

Ex : Si u est la rotation du plan vectoriel d’anglzlé siA0spy=(y ¥, X=4| k=0, 0 estdonca

seule valeur propre, cependant u est bijectif dSp@ u) =0

Si u est la dérivation sur I'ensemble des polyn§resst valeur propre et son espace propre assEstie
I'ensemble des polynémes constants

Exo : Rechercher les éléments propres de la ma#itadle que :
a8;=a,=3 =1etq=0sirgl gleti |

2°) Quelques propriétés relatives aux espaces [@epr

Prop: Tout sous espace propre d’'un endomorphismest stable par u

Prop : Si u et v sont deux endomorphismes qui cdaemjualors tout sous espace propre de l'un est
stable par l'autre

Dem : SoitxOker(u=-A1d)= u( ¥ =A x alors
u(v(¥)=vu §)= {1 ¥=2{ ¥= ¥ JOker( A Iy
Prop : Soitd une valeur propre d’un endomorphisme u, P un po‘rm@alorsP()l) est valeur propre de
P(u)
Prop : Si P est un polynébme annulateur de u alessvaleurs propres de u sont racines de P
Exo : Déterminer le spectre d’'un projecteur

Th:SiA,..., A, sont des valeurs propres distinctes 2 a 2, alesssbus espaces propres associés sont en

somme directe
Dem : On noteE, =ker(u-4 1d), et on effectue une récurrence sur p

p=2: xOENE = U X =41, %> (1,-4,) 0= »x0
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On suppose quE, ﬂ(i EkJ ={0}

k=1

Soit x[ Eﬂﬂ(i Ekj: u( X =4, x et X:Zi: &

DonC /1|+12)(k ZA Xk = Z i1 Xk O

Or la somme(Ek) est dlrecteDkD[[l,l]] X, =0=x=0

k=1..i
Conséquence : Si,...,X, sont p vecteurs propres associés a des valeugrgsalistinctes 2 a 2, alors

la famille (xlxp) est libre

Ex: f,:x— & deR dan<R, la famille (fa) forme des vecteurs propres pour la valeur propre
pour I'opérateur de dérivation, cette famille esing libre

3°) Polynbme caractéristigue en dimension finie :

Soit ALK, u un endomorphisme de E espace vectoriel de diorefinie sur K
ADSp(U = u-A Idn'est pas injectif, ce qui signifie quet(u-Ald) =

Def : On appelle polyndme caractéristique de udlypdme x, (X ) = det( Xid - u)

Th : Les valeurs de u sont les racines du polynéanactéristique de u

Si A est la matrice de u dans une base B de BlymPme caractéristique est :

X=-a, —a, —-a,
Xa(X)=det(XI,— A) = & X-&y, -a,
—ay X-a,

Rem importante : Cette définition est indépenddetia base de E choisie

Prop : Si u est un endomorphisme de E algr§X ) = X" = Trux"" +...+(-1)" detu
Ex: sin=2 )(u( ): X — truX+det

Dem det(B |‘Jq ou B= x| - Aonah =x-g etp=-a si#
UDSn [
Soit g, 0S, telle quer,( )= jiO

Alors y,(x)=det(B) = El JM ” Bo)

Or si 0 # 0, il existe au moins 2 indices j et k tels qmgj) # j, o (k) zk

Dd( &[] Pt J<”'2-xu(x)=x”—mx"-l+e_zw ety, (0) = def- A=(-1" det

p
Th : Si le polynbme caractéristique est scmdel@t,v(u H
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alors Tru=

Mo

m(A) A, etdetu= le:‘W

=
1l

1

Cas particulier :

Le polyndme caractéristique d’une matrice triangrdast x; (X) = |_1| (X-t)

Conséquence :

Si E est de dimension n sur K, alors tout endomerpé de E admet au plus n valeurs propres

Si E est unC-espace vectoriel de dimension n, alors tout endpmsme de E admet au moins une
valeur propre

Prop : Soit v I'endomorphisme induit de u sur uruscespace stable par u, alors le polynbme
caractéristique de v est un diviseur du polyndénrac@ristique de u

Dem : Si F est stable alors v est un endomorphiden€&, dimF = p et( ‘?)izl..p est une base de F,

c’est une famille libre de E que I'on prolonge arelbase de E , dans cette base la matrice de u est

o o) e me{¥d)

Alors x, (x) = det{xI pO_ 5 xln__pC— D} =x, (X R( ¥

Prop : Soit E un espace vectoriel de dimensionum endomorphisme de E, g&tune valeur propre de u,
si m est la multiplicité del en tant que racine du polyndme caractéristiqua aol< dimg, <m

Dem : E, est stable par u, or la restriction v de U est une homothétie
or x,(x)=(x=4)"" divise x,

Conséquence : Si est racine simple du polyndme caractéristiquesiimEg, =1

4°) Etude matricielle :

On dit que A est valeur propre de la matrice A si et seulemsintd est valeur propre de
I'endomorphisme u associé a A
AOSH( A = det(A-Ald)=0- X #0,XOM,,(R) tel que AX=1 X

1 1 -1 8 -1 -
Eox : Déterminer les éléments propres des matrikes -1 3 -1| et B=|-2 3 1
1 -1 3 4 -1 -

Prop : Deux matrices semblables ont le méme polgnéanactéristique et donc ont les mémes valeurs
propres. Une matrice et sa transposée ont le mé@tym@me caractéristique

5°) Th de Cayley-Hamilton :

Th : ( Cayley Arthur 1821-1895, Hamilton WilliamQE1865 )
Le polyndme caractéristique de u est un polynénmellateur de u
On a donc pour toute matrice Ay, (A) =0

Dem : Montrons quéxO E, x, (u)( ¥ =0, immédiat pourx=0, on pose alorsc# 0
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Soit | ={ pON, (u*(x soit librg c’est une partie non vide et majorée e donc | posséde un
k=0..p

plus grand élément s
Soit E(x) :Vec(( u ( >))k:0“s), la famille(uk (x))k_o _ estliée

Donc u***(x) = ZS: g U ( ¥, ainsi E(x) est stable par u
k=0

On considére alory=u/ E( ¥ , x, divise x,
Soit B la matrice de v dans la ba@é‘ )k s

0 0 0 a] X 0 0 -3
10 a -1 X -3
B=|0 1 X (X)=| 0 -1
0 X
00 1 a 0 0 -1 X-a

On remplace la lignd, — ZS:X"Lk+l [0,0,0,....,0R( X)]
k=0

Doi 1, (9 =17 RO)(Y=) -3 8¢ =0 (Y )= R K oo
D'our x, (u)(x) = Q(u) or,(U( }=0

Th: Si le polyndme caractéristique de u est sciswiéK, alors E est somme directe des sous espaces
caractéristiques de u

Dem : x, (X) = lj(x—)l )* = E= <D<pker(u A)™

Conséquences :

Le polynbme minimal est un polynédme diviseur dyrgivphe caractéristique existe toujours en dimension
finie

Le degré du polyndme minimal est inférieur ou églal dimension de E

Le polyndme minimal et le polynéme caractéristigneles mémes racines avec des ordres différents

2 0 6
Ex : Soit la matriceA=| 0 2 0| ; x.(X)=(X-2 ; min,(X)=( X- 23"
0 0 2

Exo : Déterminer le polynéme minimal de=

N O -
o N O
O O B

6°) Deux exemples en dimension infinie :

Exol : SoitE = ]R[ X] , soit f 'endomorphisme de E tel que pour toutePE

f(P)(X)=(X+x) P(X-(3%-1) R %

Déterminer les éléments propres de f

Exo2 : Soit E I'ensemble des fonctions continueEOdl}: dansR
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1

u I'endomorphisme de E défini pai f)(X) :J'inf (% 1) f(ddt
0

Déterminer les valeurs propres et les vecteurs meple u

IV ) Diagonalisation en dimension finie :

1°) Endomorphisme diagonalisable :

Soit E un espace vectoriel de dimension n, et @ngiomorphisme de E
Un endomorphisme u est diagonalisable si et seulemé existe une base de E dans laquelle saio®atr
est diagonale si et seulement si il existe une basstituée de vecteurs propres de u

Th : u est diagonalisable si et seulement si ESestme directe des sous espaces propres de u. @rsa a
E= 0 E= 0O ker(E-Ald)

AOSp( U AT'SE ¥

Th : Un endomorphisme u est diagonalisable si edleseent la somme des dimensions des espaces
propres de u est égale a la dimension de E

2°) Conditions pour gu’'un endomorphisme soit dizgsable :

Th : Soit u un endomorphisme d’'un espace vectdaallimension n, on suppose que u admet n valeurs
propres distinctes alors u est diagonalisable

Th : Un endomorphisme u est diagonalisable si ateseent si son polynébme caractéristique est scindé
dans K, et que pour toute valeur propre, I'espacagppe associé est de dimension égale a l'ordre de
multiplicité de la valeur propre en tant que racithe polynébme caractéristique

Dem ( II existe une base de vecteurs propres, dans bate la matrice de u est diagonale donc

X— /1 dimE,
971

(0) X“(X):AQU)(X_A) " orde(x)=n= Y mA)= 3 dim(E)

A0Sy ATSp )
donc u est bien diagonalisable

Th : Un endomorphisme u est diagonalisable si eleseent si son polyndme minimal est scindé sur K et

n'admet que des racines simples ( SARS)
p

Dem: (=)yx, est scindé, on noteSp(u={(4), i=1.4 et Xu(x)zl—ll(x_)li)m(ai) ol

m(A)=dim(E,). On considére le polynéme P défini pa(x):ﬁ(x—Ai) ce polyndme divise le

polynbme minimal car les racines d&n, sont Ies(/} ) p

Montrons que P est annulateur de u
p

Il existe une bas@ correspondant & =UE, , UxU E x:z x ou Xl E

i=1

zp ¥) or GiO[Lp] P(u)(x)= QAU d -4 1d( X =
Finalement min, (x) = ﬁl (x-4
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(O) Nous savons quenin,(u)=0, par le théoréme de décomposition des noyaux dientb

immédiatemenE = O ker(u-A Id)

Corollaire : u est diagonalisable si et seulemeinil sxiste un polynéme annulateur scindé dontdeu
les racines sont simples

Prop : Si u est diagonalisable alors si F est staphr u, 'endomorphisme de f induit par u est auss
diagonalisable

Ex : Une symétrie s vérifisos= Id donc X -1 est annulateur scindé et ses racines sont simples

3°) Matrices diagonalisables

Def : Une matrice A est diagonalisable lorsqu’elest semblable a une matrice diagonale.
L’endomorphisme qui lui est associé est donc diatisable

Diagonaliser une matrice revient a déterminer ungtrioe de passage P et une matrice diagonale D
telles que :A= PDP*

. 0 1 L . .
Ex : La matnceA:( 1 j XA(X)= X*+1 nest pas scindé suR, A n’est donc pas diagonalisable

0
sur R, mais elle I'est surC

1 2 2 1 30 4 -3
Exo : Diagonaliser suiR les matricesA={2 1 2|,B=| 3 1 4 etC=| 1 O
2 21 0 4 1 1-3

V ) Applications :

1°) Calcul de la puissance d’'une matrice :

e Cas diagonalisable
On suppose qué=PDP'= OnON, A= PD P*

3 -3 2
Exo : Calculer les puissance entieresde=| -1 5 -2
-1 3 O

Rem : Ceci permet entre autre de calculer I'expdieia d’'une matrice par la formulexp(A) =

M

» A laide du polynbme minimal ou caractéristique
On effectue la division euclidienne du polyndki& par min,,

On obtientX" =min, (X)Q( X)+ R X) ot d( R<dim I
Soit finalementA” = R( A

2 0 4
Exo : Calculer les puissances entieresAle| 3 -4 12
1 -2 5
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2°) Résolution de suite linéaire récurrente

p-1

On considere la suite récurrente d’ordrey, , = > au,,,
k=0
U,q 0 1 0 O u,
On obtient Iécriture matricielles =| =~ |=| = o f] e
P |Uoa| |0 0 O 1
un+p a() q ap—l L“H— p-1
un— p+l uO
On calcule ensuite les puissances de la matricech @btient| =~ |[= AP Y
un up—l

Exo : I I'ensemble des suitd,) telles quex,,, =6x,,, —11x,, + 6x,. Exprimerx,

3°) Résolution de systeme différentiel linéaireafficients constants :

On cherche n fonctions de classedg la variable t qui vérifient :
x(t) = a4 ( 0+ ax( §+....+ a, x()
% (1) = 3 () + 3% §+...+ &, x()

()= aux(0+ a6 §+..+ a,%()
On écrit alors de maniére générale ce systekie= AX

Si A est diagonalisable alos= PDP* d' ol X= PDP' X P X= DF )
en posanty = P*X on a Y= D)
( ce nouveau systeme étant aisé a résoudre ! )

4°) Recherche de commutant :

Def : On appelle commutant de A, I'ensemble desiceatqui commutent avec A, on le nﬁI(aA)
Rem :C(A) est une algébre telle que¢[A] O C( A) et d(min,)<dim q A

6 -1 -1

2 1
Exo : Déterminer les matrices qui commutent ave:s:(A4 J et avecA|-2 5 1
2 -1 3

5°) Résolution d’équations :

11
Exol : Déterminer les matrices X telles gMer X* = (1 J
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Exo2 : Déterminer les matrices X telles g¥é =

w N
o b~ O
© O O

6°) Un peu de probabilité

Exo : On étudie la population d’'une région . L€janvier de I'année 0, 70% résidaient a la campaghe
30% en ville. On observe que I'effectif de la papioh reste constant, que chague année 5% de agux q
résident en ville décident de S'installer a la camgpe et 1% de ceux qui résident a la campagne
choisissent d’habiter en ville. On notg et ¢ le nombre d’habitants respectivement en ville da a
campagne a l'année n

Quelle sera la répartition de la population de eatégion a long terme ?

7°) Un résultat de densité

Th: GL,(K) est dense danil, (K)
Dem : Soit M une matrice dM,(K), si M est inversible on pose la suik¢, =M pour tout

entier k, cette suite converge vers M
Sinon, siSp( M) ={0} , on pose =1, sinona =min(|A|,A0Sp( M) .1 % 0)

On définit la suiteM, = M ———

" I, ces matrices sont inversibles C?%D Sp( M) et la suite

converge vers M

VI ) Trigonalisation d’endomorphisme :

1°) Définition :

Un endomorphisme d’'un espace vectoriel E de dirarfgiie est trigonalisable s’il existe une basekde
dans laquelle la matrice de u soit triangulaire éupure.
Autrement dit si A est la matrice de u, il existee unatrice inversible P et une matrice triangulaire

supérieure telles qué& = PTP*

2°) C.N.S. de trigonalisation :

Th : u est trigonalisable si et seulement si golynéme caractéristique est scindé
Dem :(:>) Assez immeédiat car le polyndme caractéristiqgueneitpendant de la base choisie, ainsi

n

dans la base qui trigonalise u on aupg (x) = D (x-t)

(D ) On effectue un raisonnement par récurrence sulif@ension n de I'espace

Sin=1, la matrice de tout endomorphisme est triangulaire
On suppose que tout endomorphisme d'un espace dwndion n-1 dont le polynéme
caractéristique est scindé est trigonalisable.

Soit A une valeur propre, qui existe caf, est scindé [ # 0 tel que L( g() =1y
On note 3 une base de F telle que=Vect x)0 F
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[ ]

0 | a, Apa
mat(u( x.5))=| ..

0 (& A
Soit p la projection sur F parallélement\éect( )g) et v= pou/ F 'endomorphisme induit sur F, on
aura alors A= mat( v 3)

On aura alorsx, (x) =(x-1) x,(X) = x, est scindé

Cependant v est un endomorphisme dans un espacknamsionn-1, on peut lui appliquer
I’hypothese de récurrence
Il existe donc une basg' qui trigonalise v dans F

Finalement la base(xl,ﬂ') est une base dans laquelle la matrice de u seea Ibiiangulaire
supérieure

Conséquence : Tout endomorphisme est trigonalisabl€
Th : u est trigonalisable si et seulement si isexiun polynéme scindé annulateur de u

3°) Méthode pratiqgue de trigonalisation :

De maniere générale on utilise la définition d’'umatrice dans une base donnée et le théoreme de
décomposition des noyaux

-1 -1 1 3
-1 1 1
Etude d’'un exemple M =
-3 -1 3 3
1 1 1 -1
Nous savons qui* =ker(M - 21 )" 0 kef(M + 2)°
21 0 O
L .0 2 0 O
On veut alors montrer que M est equivalenté a
0 0 -2 1
00 0 -2
& Oker(M - 21)
Mg, =¢ +2¢,

Pour cela, on construit la bade,, ¢,,£,,£,) telle que
R g,0ker(M + 2!

Mg, =&,+2¢,

/—/%

Rem : En fait il suffit de choisir
g, Oker(M - 21)* \ker(M - 2)

g, Oker(M +21)* \ke(M + 2)

8 -1 -5 2 00 2 -1 2 -1 1 O
Exo: MontrerqueA=|-2 3 1|~/ 0 4 1 et A=|5 -3 3|~/ 0 -1 1
4 -1 -1 0 0 4 -1 0 -2 0O 0 -
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4°) Le cas des endomorphismes nilpotents :

Def : Un endomorphisme u est nilpotent d’ordre ptsseulement 8i° =0 et Ok< p, U 20
Exo : La somme de deux endomorphismes nilpotentogqunutent est nilpotente
Def : Une matrice A est nilpotente d’ordre p ssetilement SA’* =0 et Dk < p, A% 0

Th : Un endomorphisme est nilpotent si et seulerakeiltest trigonalisable avec comme seule valeur
propre O

Dem : (:>) Si u est nilpotent d’ordre p alors le polynémxe— x° est annulateur et scindé son
polyndme minimal est nécessairemenit, (x) = x” donc u est trigonalisable &p( u ={0}

(D) Si u est trigonalisable alors son polynéme minirest scindé et ses racines sont les valeurs
propres donamin, (x) = x° , or min, (u)=u’ =0

Conséquence : L'indice de nilpotence est toujonférieur a la dimension de I'espace
Dem : Le polyndme minimal est un diviseur du patya@&aractéristique

d°(min,) = p< n=d(x,)=dim( B

5°) Retour aux applications :

» Calcul de puissances de matrice :AF PTP" or T= D+ N ou N est nilpotente
doncA"=PT"P* ou T se calcule par le bindme de Newton si D et N cot@ntu

e Sous espaces stables :
Th : SiA estvaleur propre de u d’ordre p alors le sousea{:m(er(u—/] Id)p est stable par u

e Reésolution de systemes différentiels linéairesadfioients constants :

La méthode est la méme que dans le cas diagonkdjsaibremplace simplement D par T
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