Saint Rémi : MP
David Corneillie

Chap AG2 : Exercices vus en classe ou a fairg

Rappels préliminaires :
Exol:
Montrer que les trois fonction$ : x> sinx, g: x> sin( x+ g , h: %> co$ % b sont liées

Exo2 :

Soit E un espace vectoriel, @f, U,,...... .u,) une famille linéairement indépendante
La famille(y - u, U= Y,......, ., — K, W= Y est-elle libre ou liée ?
Lafamille(y+ u, u+ u,....., g, + Y, y+ Y est-elle libre ou liée ?

Exo3:

La famille des fonctiongx > sinnx) _ . est-elle libre ?

Exo4 :

Soit E :{(x, Y,z )OR*, x+t2y-3z & (} . Déterminer une base de E

Ex05:

Comment choisiz = a+ ib, pour que(z, 2) soit une base d€ ?

Exo6:

Une familleB = (>g)iDI d’éléments de E, montrer I'équivalence entre I@sdpriétés

(i) B estune famille libre et génératrice
(ii ) B est une famille libre maximale[ix, BO{ ¥ est liée)

(iii ) B est une famille génératrice minimale 001, B \{xj} est non génératrice )
Exo7:

Soit F ={(x, y,-x2y) ,avec x et y rédis @{( XY, 3AR® [ +x +y+z:t(}

H :{(x, Y,z )0OR*, x+ y=0 et # F(}
F et G sont ils supplémentaires ? de méme pourHF et
Exo8: Soit E=RR? , soit H ={(x, y,2OR®/ x+ y+ =0 ou x ¥y z(}

Déterminervect( H)

Ex09:
Soit R"muni de sa base canoniqL(q )Eisn. Déterminer les formes linéaireg sur R" qui vérifient

OxOR",0yOR", ¢(xy)=¢(X4( )

Ex010:

E un espace vectoriel, f un endomorphisme de Ecguimute avec tous les endomorphismes g de E.
Montrer que pour tout u de E(u, f(u)) est liée

En déduire que f est une homothétie vectorielle

Exoll:

Soient p et g deux projecteurs d’'un espace vettariels quep+q=Id

Montrer que pog= qop=0

Montrer quelm p et Im g sont deux sous espaces vectoriels supplémentires

Exo0l2:

Soit E un espace vectoriel, montrer que la somengedix projecteurs p et g de E est un projectelu de
si et seulement spog= qop=0

Exo0l3:

Soit E un espace vectoriel et p un projecteur de E



Soit g un endomorphisme de E tel gpec = gor, montrer quelm p etker psont stables par g .
Montrer que silm p et ker p sont stables par g alorpog = gog.

Exol4 :
E un espace vectoriel et f une application linéaiecE

Montrer que kerf n Imf ={0} = kerf? = kerf

Exol5 :

Soit E un espace vectoriel et f un endomorphisnte déaifiant f > -5f + 6ld = 0. Montrer que E est la
somme directe des sous espakeq f — 2d) et kel f - 3d)

Ex016 :

Soit E un espace vectoriel de dimension 3, et mtomorphisme de E tel quef®=0 et >0,
montrer que\/ect( Id, f, f2) est 'ensemble des endomorphismes qui commuteatfav

Exol7:

Soit E un espace vectoriel de dimension n, f engjdeux endomorphismes de E

Montrer que siOxOE, fog( =0 alors Img O Kerf puis querg(f)+rg(g)<n

Montrer que sif +g est bijectif alorsim( f +g) O Im f +Im g puis querg( f)+rg(g)=n

Exo018 :
Soient f et g deux endomorphismes d’'un espaceri@diade dimension finie
On note h la restriction de g Bn f

Montrer quelmh =1Im gof etker hll ker ¢

Montrer quedim(ker(gof))s dim( kerf) + din{ kem)
Ex019 :

Soit u un endomorphisme d’'un espace de dimension n
Montrer quelmu =keru < uou=0 et rn= 2rg( l)

Ex020 :
Soit E un C espace vectoriel de dimension finie, pour a et duxdendomorphismes de E, on

considére]a, b| = aob- boz

Soient 3 éléments non nuls ¢EE) notés e, f et h tels que
[en=2e[ f,}=-2f[e {= I Onconsideére, =Vect( ¢ f, 1)
Prouver quedim/, =3

Exo21 :
Soient f et g deux endomorphismes de E telsggiieg= g et fogof= |

Montrer quelm f et ker g sont supplémentaires

Montrer que f (Img) =1m f

Ex022 :

Soit a et b deux vecteurs non nulskfeOn considére f tel qué (x)=(a, X b

Im f et ker f sont ils supplémentaires ?

Ex023 :
Soit M une matrice carrée d’ord® de rang 2. Quelle est la dimension du noyau dealasposée de M
Exo24 :

Soit ADM, (R) . Déterminer en fonction du rang de A , le rangsdecomatrice
Ex025 :

Soit M OM, (R), montrer 'équivalence

(i) ‘MM =M M

(i) O(S, A0 §(R)x A(R) tel que M A S et SA |



Ex026 :

. . 6 2
Soit la matrice A= )
31

On considére f un endomorphismeMe(R) tel que f( M)= AM
Déterminer le noyau de f . Préciser une base dan&j de I'image de f
Exo27 :
X X'==Xx-3y+2z
Soit I'endomorphisme f défini paR® -~ R®, |y || y'=-x+y-2z
z Z=-x+3y-4
Préciser une base de I'image et du noyau de f

Exo28 :

2 33
Soit la matrice carrée d’ordr8 définie parA={3 2 3
3 3 2

Montrer que A est inversible et exprimer son ingex@mme combinaison linéaire de A et |
Exo029 :

. . cha sha

Soit la matriceA = , calculer A
sha ch

Exo030 :
111

Soit lamatrice A=|0 1 1|, calculer A et exp(A)
0 01

Exo31 :

Soient A et B deux matrices @, (R) et C deM, (R)
, . . (A O A C A O
Déterminer les inverses des matrices , ,
0O B 0O B C B

Exo32:
X sing sin2Zr

Déterminer X pour Iesquel(X)z sina X sinzr=C(
sinzr sing X
Quelles sont les valeurs de pour IesquellesD(X) admette une racine double ?

Ex033:
Déterminer les valeurs de x pour lesquelles lerdditeant suivant est nul.

-x-1 -1 1 3 -x-1 -4 -2 =2
A= 1 -x-1 1 1 ot A= -4 -x-1 -2 =2
-3 -1 3-x 3 2 2 1-x 4
1 1 1 —-x- 2 2 4 1-
Exo034 :
2 -1 0 0
-1 2 -1
SoitA,=| 0 -1 "-. "-. 0| pournz1. CalculerD, le déterminant ded, en fonction de n
: .o 20 -1
o - 0 -1 2

(on pourra exprimeD,,, en fonction deD,,, et D, )

n+2 n+l



Exo035 :
Soit x un réel non nul, A une matrice carrée dierd. Montrer que les matrices A&t xI, ne sont pas

semblables.
Exo036 :
On note E l'espace vectoriel des polynbmes a oisffis réels de degré inférieur ou égal a 2, et

B :{1, X, XZ} sa base canonique. On considere 3régls0,a =1,8,= 2

Déterminer la famille de polynémes de E tels queéaj ) =9

Montrer que cette famille forme une base

Quelles sont les composantes d’'un polyndme P dmE cette base ?
Exo037 :

Soit E I'espace vectoriel des polynémes de dedégi@ur ou égal .

Soit u 'endomorphisme de E qui a tout polynbmaeFE fait correspondre le polynéme( P) tel que

u(P)(x)=P(x+1)- R 3

010
- : : 0 010
On considere la matrice suivante Al =
0 001
0 0O
Déterminer la bas¢ p,, p,, p;, p,) de E dans laquelle la matrice de u serait A.

Exo38 :

Montrer qu’une matrice M carrée d’ordre n est degel si et seulement si il existe deux vecteurRte
XetY tels quav = X'Y

Ex039 :

Soient A et B deux vecteurs linéairement indépemdarposeM = A'B+ B' A. Déterminer le rang de M
Exo40 :

Soit B une matrice carrée d’'ordre n a coefficiedans le corps des complexes

Résoudre dan#/, (C) I'équation M +'M =tr (M )B

Exo41 :

Soit E un espace vectoriel sirde dimension finie, G un sous groupe fini@ib( E). On posef = Z g.
g0G

Montrer que f? =card(G) f, en déduire quér (f)=0=f =0

Exo42 .
3 -1 -2
Soit la matrice A=|2 0 -2
2 -1 -1

Montrer que A est la matrice d’une projection. Rsét son rang

Déterminer une base des sous espaces F etI& dels que A soit la matrice de la projection de F
parallélement a G

Exo43 :

On note dangR?, le plan P d’équatiorx+ y+ z=0 et D la droite d’équations =

N <
wliN

Déterminer la matrice dans la base canonique de jprojection sur P parallelement a D
Exo44 :
Soit g(L1) et ¢(1,3 deR?, on considére F la droite engendrée par et G la droite engendrée par

e,, déterminer la matrice de la projection sur F pgement a G relativement a la base canonique de
RZ



Exo45 :
Soit AUM,, (]R) , montrer que A est diviseur de 0 si et seulenmehing&st pas inversible

Ex046 :
AOM, (R), on considére f un endomorphismeMg(R) tel que f( M)= AM

Montrer que f est bijective si et seulement sitArarsible

Exo47 :

0 a &
, . ) 1

Pour tout réela non nul, on considére les matricédss| — 0 a
a
1 1
— = 0
a- a

Calculer (A+1)(21 -A).

Montrer que A est inversible et Préciser l'inverse de.

On poseB :%(A+ 1) etC :%(ZI — A) . Montrer que pour tout entier naturel, A" =2"B+(-1)" C.
Exo48 :

Soit (n, p) deux entiers tels que< p, AOM, ,(R) et BO M, (R)

Calculer det(BA)

Exo049 :

Soit AOM, (R) une matrice de rang <n. On poseG :{ BO M, (R) telle que ABA O}
Montrer que G est un espace vectoriel dont vousipeéez la dimension

Ex050 :

Soient deux matrices A et B appartenarl Q(R) telles queAB=0

Montrer gu’au moins I'une de deux matrices estatagrinférieur ou égal a 1

Exo51 :

Si deux matrices A et B carrées d'ordre n a coeffits réels sont semblables sUr alors elles le sont
sur R

Ex052 :
5 0 -3 50 0
Montrer que les matrices suivantes sont semblables-3 2 3| etB=|{0 2 0
33, 00 -
2 2
Exo53 :
2 -1 2 -1 1 O
Soient les matrices A| 5 -3 3| et T={ 0 -1 1|, montrer que ces deux matrices sont
-1 0 -2 0O 0 -1
semblables
Exo54 :

Soit A une matrice carrée d’ordre 3n a coefficietms R telle que A® =0 et Rang( A= 2 1. On note f

I'endomorphisme canoniquement associé a A. Mogjwerim f 2 = ker f
ol 0

n

Prouver que A est semblable@ 0 |,
0 0 O



Ex055 :
Soitn=2 , A une matrice d&1,(R), telle queOX OM, (R), det( A+ X) = detA+ detX

Montrer que A n’est pas inversible. Puis montree guest la matrice nulle
EX056 :

o O B+
o +» O

0
Soit ADM, (R) telle que A=0 et Az 0, montrer que A est semblabldra=| 0
0

Exo57 :

. . A a A Db
Soient a et b deux réels non nuls, montrer qge J et 0 sont semblables

| ) Sous espaces stables

Exo058 :
2 -1 2

Soit la matrice A= 5 -3 3|, montrer que I'endomorphisme associé a A stabilise
-1 0 -2

E, =ker( A+ 1) ,E, = ker{ A+ 1)" E, = kef A+ 1)’
En déduire que A est semblabld &iangulaire supérieure que I'on déterminera

Ex059 :
Soit E un espace vectoriel de dimension n, u uor@odohisme nilpotent d’ordre p

Montrer qu'il existe(F,)”, telle que E= O F
- o

I1) Polynbmes d’endomorphisme :

Ex060 :
Soit u un endomorphisme de I'espace vectoriel Himdension n

Etablir I'existence d’un entier k tel queeru® = keru“"*

Montrer alors que pour tout entier p supérieur @k, a keru® = keru®
Ex060 :

Soit E un espace vectoriel et f un endomorphisnte wéifiant f > —5f + 6ld = 0. Montrer que E est la
somme directe des sous espakeq f — 2d) et ke f- 3d)

Ex062:
8 -1 -5

Soit la matriceA=| -2 3 1 |, montrer queR® =ker(A-21)0 ke A- 4)".
4 -1 -1

En déduire une matrice triangulaire semblable a A

Ex063 :

Soit A deM, (R), carrée d'ordre 2 a coefficients réels, vérifiaR(A) = A + A+ |, =0, on désigne par
f lapplication R -linéaire deR? dansR? associé a A.
Montrer que pour toute matrice A de G, il existee unatrice inversible telle qué&=QTQ", avec
T=

1 —
Exo64 :

Soient u et v deux endomorphismes d'un espacerwtcio supposé de dimension infinie tels que
uov- vou= Id. Montrer que u n'admet pas de polynéme minimal



EX065 :

Soit u un endomorphisme d’'une espace vectoria &iension n
On suppose qua’ -3u’+ u=0

Montrer que Imu etker u sont supplémentaires

EX066 :
Soit E un espace vectoriel et u un endomorphisnie de

Soit P un polyndme annulateur de u tel q@) =0et P(0) % 0

Montrer quelmu et Keru sont supplémentaires

EX067 :

On note L, I'application qui a tout endomorphisme v de E a:iasd’endomorphismeﬁu,v] = uov- voL.
Montrer que L, est nilpotent

Ex068 :

Soit u un endomorphisme admettant un polyndmemalniet P un polynéme. Montrer qué’(u) et
inversible si et seulement Bi et min, sont premiers entre eux

Ex069 :

Soit E unR espace vectoriel de dimension finie. Soit f uroemarphisme de E tel que® - f —2Id =0

Montrer quelm( f +Id) =ker(f - 2d)

I11) Eléments propres :

Exo70:

Soit ADM, (C) , on définit les applications de!,, (C) dans lui-méme par :
®,(M)=AM etW,(M)= MA OMO M,(C)

Comparer le spectre de A et celui de . Que dire du spectre ¢/, ?

Exo71 :
Rechercher les éléments propres de la matricel& dele :
a;=a,=3 =1etq=0sirgl, Fletiz ]

Exo72 :

Déterminer les éléments propres des matrices stégan
1 1 -1 8 -1-

A=|-1 3 -1/ ,B=|-2 3 1
1 -1 3 4 -1 -

Exo73:

Déterminer les éléments propres des matrices stégan
-2 -1 2 1 10 -

A=|-15 -6 11 ,B=| 6 -3 3
-14 -6 1 2 2 2

Exo74 .

f :Mz(C) - Mz(C)

a b d -
=
c d -c a
Déterminer les éléments propres de f

Exo75:
Soit E I'ensemble des fonctions continue§@d dansR



1
u I'endomorphisme de E défini pai( f)(x) :jinf (% 1) f(f)dt
0

Déterminer les valeurs propres et vecteurs propiesl
Ex076 :

Déterminer le polynéme minimal d&=

N O -
o N O
o O B

Exo77 :

Soit E unR- espace vectoriel de dimension n, et u un endon®rehde E vérifiant® = -u
Montrer que le rang de u est pair
Exo78 :

Soient(A, B)O(M, ((C))z, on noteSp( A le spectre de A

Montrer que x, (B)OGL,(C) = SH{ An Sp B=0O

Exo79 :

Soit E=R[ X], soit f 'endomorphisme de E tel que pour toutePE

f(P)(x):(x3+ x) P( >§—(3>€—1) K X

Déterminer les éléments propres de f

Exo80 :

Soit E=R", pour tout suite u de E, on posgu) = v telle que
+

V,=Uu, etdn>0, y= Yy 2Un-1

Déterminer les éléments propres de f

IV ) V) Diagonalisation et applications

Exo 81 :
3 -3 2
Soit la matrice A donnée par& -1 5 -2/, A est-elle diagonalisable ? Calculef A
-1 3 O
Exo82 :
1 1 -7
Soit la matrice A donnée par A -1 3 -1|, A est-elle diagonalisable ? Calcule? A
1 -1 3
Exo83 :

Discuter suivant les valeurs de a si la matriA(aa) est diagonalisable & # ki)
0 sin(a) sin &)
A(a)=| sin(a) 0 sin 221)}
sin(2a) sin(a) 0
Exo084 :

Ex085 :
Soit A, une matrice carrée d’ordre n telle que, =1sii# jet g =0



Déterminer les valeurs propres de, Ainsi que leur ordre de multiplicité . Quel est pelynébme
caractéristique de pA?

Exo86:

1 3 0 O
. . . 4 2 0 O
Diagonaliser la matrice A

1 -1 5 -3

2 0 4 -
Exo87 :

u, = a

. . Y u, =
Soit la suite définie pa ul
2

Upig = 6U,, — 11U, + 64,

. Exprimeru, en fonctionde n, a, betc

Exo88 :
-1 -4 -2 -
, _ , -4 -1 -2 -2 _
Diagonaliser la matrice A , puis calculerA"
2 2 1 4
2 2 4 1
Exo89 :
2 11
Soit AJM, (R) telle que A=| 1 2 1| ,calculer A" en fonction de A et
11 2
Ex090 :
0 a1l
Soit AOM,(R) telle que A=| a 0 1| ou &R
a1l o
Discuter suivant les valeurs de a si A est diagisahle
Ex091 :
0 2 -1
Soit AJM, (R) telle que A=| -1 3 -1
-1 2 0
Pour tout entiern = 2, exprimer A" en fonction de A ett,
Ex092 :
Déterminer ses éléments propres de la matrice eadtérdre 2n définie par
a b
\ /
ab
A=
ab
/ \
a b
Ex093 :

Soit la matrice A carrée d’ordre n définie paJ = ij*>. A est-elle diagonalisable ?

Ex094 :
Soit AOM, (R) telle queA* +5A?+ 41 = 0. Montrer que la trace de A est nulle



Ex095 :

6 -1 -1
Déterminer les matrices qui commutentaves|/A2 5 1
2 -1 3

Ex096 :
Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficietss le corps des réels

On suppose que A vérifie&A” + A+1 =0
Déterminer la trace et le déterminant de A
Ex097 :

Soit E un espace vectoriel de dimensiaa® (g )", une base de E

V un élément de E . On considere f un endomorphientetel quei D[[l,n]], f (q) =V
f est-il diagonalisable ?

Ex098 :
Soit AUM, (Z/7Z) telle que A’ = 1. Montrer que A est diagonalisable
Ex099 :
A A A
SmemA=(i 1jetB= A A . Déterminer les éléments propres de B
A A A
Ex0100:

SoientAOM, (R), M OM,,(R) telles queM =

> > >

2 >> >
> > >

Montrer que M est diagonalisable si et seulement
Exo0101 :

t diagonalisable

. 2 1
Soit AIM, (R) telle que A=(4 j

DéterminerC(A) 'ensemble des matrices qui commutent avec A

Ex0102 :
4 5 5
Déterminer les matrices X tellesqi& =| 5 4 5
-5 -5 -6
Ex0103:

On étudie la population d’une région. L& janvier de I'année 0, cette région comptait 2500@0itants
dont 70% résidaient a la campagne et 30% en ville.

On observe que l'effectif de la population restastant, que chaque année 5% de ceux qui résident en
ville décident de s’installer a la campagne et 1% ckux qui résident a la campagne choisissent
d’habiter en ville.

On notev, et ¢, le nombre d’habitants respectivement en ville et eéampagne a I'année n

Quelle sera la répartition de la population de eatégion a long terme ?

Ex0104 .
Résoudre les équations daRs x* —2x+1=0 et ¥ - 2x 4= (
3 -5
Soit A:( 3) , montrer qu’il existe une matrice inversible Ruaee matrice diagonale D, que I'on

précisera, telle queA= PDP™
Déterminer les matrices M qui commutent avec D



En déduire que toute matrice qui commute avec Aeski formePYP™ ol Y est une matrice diagonale.

Déterminer les matrices diagonales Y qui vérifigdquation Y* —2Y=% D

Montrer que si une matrice X est solution de (B*-2X :% A alors XA= AX. Résoudre (E)

Ex0105:
) o 11
Résoudre I'équatiorX “ + X =(1 J
Ex0106 :
x> Xy Xz
SoientAO M, (R) telles queA=| xy ¥ yz
Xz yz 2
Montrer que A est diagonalisable de deux manieréérdntes
Ex0107 :
1 00
Trouver les matrices MM, (R) telles que M=|2 4 0
3 509
Ex0108 :
1 2 3 1 3 2
Les deux matrices={3 1 2| etB={2 1 3| sont-elles semblables ?
2 31 3 21
Ex0109:

On note E I'espace vectoriel des polyndmes a cbeffis réels de degré inférieur ou égal a 2.
On définit maintenantgsur E qui a tout polynébme de E fait correspondre pgelynédme

() tel queg( A 3=(2 9 & J-{ 1) # )

Montrer queg est un endomorphisme de E
Montrer que —1 est valeur propre geet préciser les vecteurs propres associes.
Est-ce quep est diagonalisable suR ? L'est il surC ?

On note Q le polynéme image du mondéme XgpaExprimer le polyn6m¢(Q) en fonction de Q et
de X, en déduire I'existence d’'un plan stable paque I'on précisera.

oo op

-1 0 O
e. Montrer qu'il existe une base de E telle queitireprésenté matriciellementp&=| 0 0 -3
0 1 -2
Ex0110:
1 1 -1 2 1 -
SoientA=| 1 1 -1ljetB=-2 5 -1
-1 -1 1 -4 2 2

Montrer que A et B sont diagonalisables au moyame&’ méme matrice de passage et déterminer
explicitement cette matrice de passage

Soient u et v deux endomorphismes diagonalisahbliesognmutent.

Montrer qu'il existe une base de E telle que letrices de u et v dans cette base soit diagonale

Exo111 :

Soit E I'espace vectoriel des polynémes a coeffisidansR de degré inférieur ou égal a n.

On posedPOE, f(P)(X= P )~ P( }



Démonter que f est bijectif de deux manieres difftas :
a. sans utiliser de matrice de f
b. en utilisant une matrice de f

Soit QU E, trouver en fonction de Q le polynéme P tel queP)(x) = Q( ¥ (on pourra utiliserP™ )

f est-il diagonalisable ?
Ex0112:
Soit A une matrice diagonalisable, on note Q leypdime dérivé de son polynéme minimal

Montrer quedet(Q(A)) # 0

VI ) Trigonalisation :

Exo0113:
8 -1 -5 2 00 2 -1 2) (-1 1 O
Montrer queA=|-2 3 1|~/ 0 4 1] etqueA=|5 -3 3|~ 0 -1 1
4 -1 -1 0 0 4 -1 0 -2 0O 0 -
Exol14 :
(-1 -1 1 3)
On considére la matrice MLl ol 1I.TrigonaliserM
-3 -1 3 3
Ll 1 1 —JJ
Exo0115:
-7 0 8 O
Soit A= -11 5 14 12
-6 0 7 O

4 -2 -5 -5

J O 11
Construire une matrice P inversible d’ordre 4 teljee P’lAP:[O JJ ou J:[ j

01
Ex0116 :
3 1 0 O
. . -4 -1 0 O
Trigonaliser M =
11 5 2 1
-17 -8 -1 0

Exo0117 :
Soit ADM, (C), déterminerdet( exq A))

Ex0118:
Soit E un espace vectoriel de dimension 3, détemés endomorphismes f de E tels duef > = ker f
Ex0119:

x 5 0 1
Soit la matriceA, , =| =10 y 0 |, déterminer les valeurs propres d¢, sachant que 2 | est
-13 14 -3 3
2 0 O

vecteur propre. Puis montrer qug, , est semblable a0 -3 1
0O 0 -3



