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David Corneillie

Chap AGS :
Endomorphismes d’un espace euclidien

2 -1 3
Exemple : Soit A la matrice suivanﬁa:{—l 5 —2}

3 -2 1

Rappels préliminaires
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1°) Produit scalaire :

Def : Un espace vectoriel réel muni d’'une forménBire, symétrique, définie positive est appefiaes
préhilbertien réel, s'il est de plus de dimensinef, il est euclidien.
La forme associée est aussi appelée un produiasealjue I'on note souvent :

oo =(4y)=(x

Un produit scalaire est donc une forme bilinéasgmétrique, définie positive.
Ex: E=R" et(x Y=Y xy
i=1

E=M,(R)et(AB=tr(" AQ

b
E=C(laf.R) et f.9=] () { }d"
Th et def : Si E est un espace prehilbertien réel( e) son produit scalaire, on définit alors

OxOE, |¥=4/(% %, qui est une norme sur E appelée la norme euditie
Si de plus E est de dimension finie, on dit quspbee E est euclidien

Ex:E=R" et||>+|2:i X
i=1
b

E=M, (=) et] 4 =u( AJ=2 3 4 et & abr) dffi=] ()

a

Rappel : Pour toute matrice A dd, (R) on note|A| :«/tr(AT A) . Montrer que||AB| <] Al §|
Prop : On a alors les relations suivantes

e o =[5+ +20x 9. =] Kol B-2( %)
e o = of° =2+ ] ( icenite )

(3= 41 of = ]

(VBRI

Dem :||x+y||2=<x+ yoxt y=(xox y+( yx y=( xx( x( yyx( .y



=y =(x=yx= g = y=(y % y=( xpe( X ( ¥x( )
On additionne les deux premiers résultats pouraeter le troisieme
On soustrait les deux premiers résultats pour tesde quatrieme

Exo: Soient u et v deux endomorphismes d’'un espacellpeéiien E de dimension n
Montrer que les propriétés (i) et (ii) sont équimalles

M) O(xY)OE (u( R, Y P=({ % ¢ Y
(i) OxOE [u( R =]« Y|

2°) Espace vectoriel euclidien :
Def : Une famille(e,, ..., ) est orthogonale Iorsquéq, q> =0 siiz j.

Elle est orthonormale Iorsqu<eg, q> =9
Th: Si(e)

~ - A 2
dont les coordonnées sont respectivement cellesetly . De méme on auHa” = X" X

_, , est une base orthonormale de E algrsy) = X" You X et Y sont les vecteurs colonnes

Th : Soient p un entier éelep) une famille libre de E, il existe une fami(lél,....,f ) orthonormale

de E telle qu&/ect( g, ..., ): Vedt .f..., ) O k

On définit alorse, = e, —(ez, f) f ainsi(s,, f,)=0

p

Dem : On posef, =—L, ainsi f, est normé eVect( f)= Vecf g

Sig, =0 alors (g, &) est liée, done, #0, on pose alorsf, =5

e

On obtient ainsi une familléf,, f,) orthonormale telle qu&/ect( f, £) O Vecf g §
Orsi f, =kf, alors(f,f,)=0=k| " ce qui estimpossible dorfd,, f,) est libre
Et finalementect( f, )= Vec{ ¢ ¢

On suppose ensuite q(é ). est orthonormale e¥ect( e,...., ¢) = Vedt ,f...., )

i=1.k
k

On ConStrUitgkﬂ :ek+1_;<e<+1’ f|> 1: ' aInSI DJ' < k+1? f]> :<ek+1’ j> <Q<+1’ J> O

Ekn

[

est orthonormale etect( g, ...., g,) = Vedt .f...., )

. k+1 ez
Or g,, %20 car smon(q)i:l serait liée, donc on posg,,, =

Ainsi la famille(f,) _ , ..

Dans cette démonstration on utilise le procédéttianormalisation de Gram-Schmidt
( Gram Jorgen 1850-1916 , Schmidt Erhard 1876-1059

i=1

Si(g)., , forme une base de E on pofie - fe] puis OkO[Ln-1], &,, = €., - Z(qﬂ, fy f

, &
Et enfin f,,, = —<

[l
Corollaire : Dans tout espace euclidien, il existes bases orthonormales, le procédé de Gram-Schmidt
permet d’en construire.

Exo : Déterminer une base orthonorméeRIg X |
Exo : Déterminer dan®* une base orthonormale de I'hyperplan d’équation y+ z+ t=0



3°) Sous espace orthogonal :

Def : x est orthogonal au vecteur y lorsguey) =0, on note xJ

Th de Pythagore : x O y < || x+ 3}(|2 =| >H2+|| )Hz
Dem : [x+ ¥ = + [y +2(x y orxOy = (x =0

Exo : Montrer que s(x, y)O E*, (u( ¥, y = 0 alors u est I'endomorphisme nul

Si OxOE, (u( ¥, ¥ =0, u est-il lendomorphisme nul ?
Def : Soit A une partie de E, on appelle orthogat@lA, 'ensembled” :{ xO EOald A xOJ z}

Prop : Soient E un préhilbertien réel, A et B dpaxties de E alors
A" est un sous espace de E

AD(A), ADB= B'O A
An A’ 0{0}, I'égalité a lieu si A est un sous espace
(F +G)D =F”n G" ( F et G sont des sous espaces vectoli
(A) = A
Dem:® OOA”, A"z0 ,A'0OE
0(z z')D( AF)Z,DxD A z#A 2z X=({ z»A{ 'z)% C,A” estun sous espace vectoriel de E
© OxOADyd A ,(x y=0= x3( A)
© SoitzOB’, JalJ A0 B alory z p=0= @ 7
O SixOAn A= (x % =| >H2=0, si A est un sous espace al®S An A’
OFO(F+G)=(F+G) ' OF  de mém¢ F & O Edonc(F+G) OF’nG"
Si XOF"nG",0z=y+ yOF G ( xz=( xy+( xy)=0
o ADA= (A O A
SoitxOA” ,Oy0 A, y)O A telle que y—
Or (X, ¥,)=0 - (x y) = 0 par continuité

Def : F et G deux sous espaces de E sont dit swgpitaires orthogonaux lorsqu’ils vérifient
E=FOG et G= F

Exo : DansM (]R) déterminer I'orthogonal de I'ensemble des matrisgsétriques

Th : Si E est un espace préhilbertien, tout soymes de dimension finie admet un supplémentaire
orthogonal, on a don& = F O F"

p
Dem : On note(g ),_, , une base orthonormée de ExU E on définity = (g, X el F
i=1

Or OkO[1 p] .(y.g)=(xe)=( v xg@=0doncy-xOF"



Enfin x=y+(x-y)0 F+ F'= E= F+ F/. CommeF nF"={0} = E=FOF"
Conséquence : Si F est un sous espace vectorieledelidien alorsdim E = dimF + dimF"

Par contre dansE = C°([0,1] R) ,(R[ x])Ij ={4
Dem:0e>0,[N tel que sire N=| f- | <e

1 1
It 1 = (5,0 () cks I, 1 ct<e?=r,~ ], <e
0

0

Soit fOA =0 )0 Atel| f- 1, - 0,0r O(f,)OAtel|f,-f|, - 0
donc quef DA A OA
Nous savons que #i[J E alors A" = (_AZ)D.

D’apreés le théoréme de Stone Weierstrass, toutgifomcontinue su{O,]] est la limite uniforme

00 2 —T 52
d’une suite de polyndmes E=R[X] OR[X] = E=R[ X]

O
(]R[X])D :(R[X]Z) = E’={0} (cetexercice prouve bien qiEez F O F")

4°) Projection orthogonale :

Soit E un espace prehilbertien réel et F un sopaes vectoriel de E tel que = F 0 G
On appelle projection sur F parallement a G I'endophisme p de E tel quex E, x= x + % alors

p(x) = % . Nous savons qu’une projection est un projecteégue F =Im p et G=ker p

Def : Un projection sera appelée projection orthogte sur F lorsqueG = F"

Rem : Il faut que F admette un supplémentaire goimal pour définir une projection orthogonale sur F
ceci sera immédiat si F est de dimension finie

Prop : f est une projection orthogonale fof = f et ker f=(Im f)D

5°) Le théoreme de projection orthogonale :

Rappel : Si F est une partie de E on nda, F) = iyan;” y- 4

Th : Soit E un espace préhilbertien réel, a un éénde E et F un sous espace de E alors
SoitxOFona|a-%=d aF- a K F

Dem : (=) on effectue un calcul préliminairé(x, y)O F*, OkOR

Ja=(x+ kgl =l o= § -2K & xy+ K (*)

si x vérifie|a— X = d(a F) alors (*) donnerally O F, OkOR

~2k(a-x W+ K[ f20=(a xy=00¢ F=» a ¥ F

(0) onalydF, y=x+(y- ¥, Ja-yf =[a-f +2(a x x y+| x =[] a
ce qui donne biefla-x| = d(a F)

Th (suite ) : SIE = F O F" alorsp; (a) est I'unique vecteur x de F qui vérifia—- x| = d( a F)



Dem : Soit(x, x') tel que | & A= & k= @ a Falors(a-x a- x')D( FD)2
d’oli (a-x)-(a- x)= x- X3 F par structure d’espace vectoriel mais- x'0 F

Donc x=x" (‘unicité)
De plusdaOF ,a=p.(a+(a p(g) avec a g Y F (existence)

Th : Inégalité de BessellOx O E || p- (%] < *
Dem : D'aprés Pythagoréx|’ :|| P (X)”2 +|| x= R ( )9”2 =| ¥ 2” p( 3“2
Exo : Déterminerd (A S (R)), AJ M, (R)

p

Th : E un espace euclidie{® ), = est une base orthonormée de F, alabsllE, p- (Y= (& ¥ €

Dem : p. (X)OF= pF(x):Zp:ai e
i=1
OkO[L p] . (p(X.¢)=a, etcommex=p. () +youyl F=(xg=( p( k 8
Exo : E =R® déterminer la matrice de la projection orthogonale F o F :vecl((l,l,]) (1~ 1))

I ) Adjoint d’endomorphisme d’un espace euclidien :

1°) Représentation d’une forme linéaire :

Th : E espace euclidien et E* son dual
Pour tout a de E, I'application(a) : X+ <a, x> est une forme linéaire sur E

Pour toute forme linéaire f sur E , il existe unigue a élément de E tel que pour tout x de E :
f(x)=(a %
Autrement dit, I'application jar j(a) est unisomorphisme de E sur son dual

Dem : Il est clair quexi— (a, X) est une forme linéaire

On définitdonc j :E — E, j(a+Ab):x—>(a+Ah % =(a x+A( b X

Donc j(a+Ab) = j(a)+Aj(b)= jO/(E,E)

Soient(a,b)OE* telque (3= (B=>0X E( & bx0=> a B E={¢
L’application linéaire j est injective odimE = dimE" donc j est surjective

2°) Définition :

Def : Soit E un espace euclidien et u un endomerpéide E, s’il existe un endomorphisme v de Eiel g
O(x, y)OE:(u®, y=( x \{Y). Onditque v est 'adjoint de u

Th : Si un endomorphisme admet un endomorphisnognadjors il est unique, on le notera alors u*
Dem : On suppose I'existence de v et w telsg(se y) O E :(u(X, y=( X { Y) =< x W »
On en déduit](x, y)O E? :< XU Y- W ))>: 0
On poseli O[1,n] x=e vecteur de la base de E.

onayDE, (Wy)-w )0 e=( { - ¥ Yo E=(g



Soit Oy E, v(y)- W )=0= v= v

Ex : Soit p la projection orthogonale sur F
OXOE O X, x)OFx F' tgx= X+ X ety W Y

(PO Y =(x, y*+ Yh=( X Y= % % y=( x gy dou

Th : Tout endomorphisme d’'un espace euclidien admeidjoint
Dem : Soit(g )", une base orthonormée de E, &t mat( u( ¢))

On pose v 'endomorphisme de E tel qife= mat( v( e))
O(x, y)OE :(u R, y=( A><)T Y= X A‘f&< ,x(v)>/ 'd ou=v "

n
i=

Conséquence : Sofg ) , une base orthonormée de E, alors la matricaidest A

Conséquence : un endomorphisme u et son adjoimhénte rang, méme trace et méme déterminant

rang(u*) =rang( U, traceé *u) = trace edet( ’ )lz de{ )i

Th : Un projecteur est un projecteur orthogonaésseulement sp* = p
Dem: (=) O(x, y)OE, x= g 3+ x et y p + |
(PO ) =( PR HY)+( KX 9=( b X b
(op() =P K+ kY= bk bY

p est donc bien symétrique
(0) SoitxOIm p et ydker

(xy)=(p(x, $=(x d ¥)=( x0 =0 doncim p Oker p

Exo : Soit u un endomorphisme, montrer e E, (u( %), ¥ = 0 si et seulement s’ = -u

3°) Propriétés :

Prop : Soit E un espace euclidien , u et v deux endamsmes de E, on a alors :
(u*) =y (uoy =¥ du (au by = ‘au+ *b
Dem : C’est assez immédiat en utilisant les madrit@ns une base orthorméee
Sinon on peut le prouver autrement pour le plaisir

S(x3)DE w0l 3. y=( ¢ k U Y=( xvof )y
Th : Soit u un endomorphisme orkeru*=(Imu)"

Dem : SoitxOkeru', OyO Imu, 00 E tel que ¥ {1 ):

(xy)=(xu(=(u( ¥ 2=0= K y» ®(Im ) ie keru*O (Imu)"

Or dimkeru” =n- rg(lj ) = n-rg( U = dim( Im L)D donckeru*=(Im u)D

Th : Soit u un endomorphisme, pour que F est un espace soit stable par u il faut et il suffit q&é
est stable par u*

Dem : (=) On suppose F stable par u
Soit xOF”, OyO F, (U (R, y=(x §)=0 car ¢ yO



Ainsi u’ (x)0 F"

(O) Méme raisonnement av«(au* ) =u

Exo : Soit f un endomorphisme de E tel qued E , | f(x)| < |4
Montrer alors queDxO E || f( x)|| <[ A, en déduire que&er( f - 1d) = Ker( - Id)

I1) Isométrie vectorielle d’'un espace euclidien :

1°) Endomorphisme orthogonal :

Def : Un endomorphisme u de E est orthogonal &k, y) O E, < u( %, Y >)> =(xy
( On dit que u conserve le produit scalaire )

Th : Soit u un endomorphisme de E de dimension fage3 propriétés sont équivalentes
(i) u conserve le produit scalaire
(i) u conserve la norme ( isométrie )

(iii) u est bijectif etu™ = u’

Dem : (i) = (ii ) on posex=y={u(¥), W 3)=( x ¥=| ¢ ¥=| #

(ii):>(i) ona

() u( ) =5 O I OH=300 % B Bl 19 =¢ o)
(i) = (||| ) soit xOkeru=|u( | = 0=] §= x= 0 donc u est bijectif

(u(x < X, L( )> < ()/> soit 4= 1

(i) = () (). u()=(xu*(( )= x¥

Def : On appellera isométrie vectorielle tout endophisme orthogonal d’'un espace euclidien

u

Ex : Une symétrie orthogonale est une isométri¢ovisile

Prop : L'’ensemble des endomorphismes orthogonatmefaun groupe pour la loi o appelé groupe
orthogonal, notéO( E)

Dem : On montre qugO(E), o) est un sous groupe {&L(E), o)

Tout endomorphisme orthogonal est bijectif d@{cE) O GL( E)

Id 0O(E)# 0 etO(u,v)0O( E)°

Juov( =\ 3)| =] ¢ Y= k= uow © F

[ =Juo* (3] =] *( Y= o'O ¢ §

Donc (O(E), o) est un groupe

Prop : u est orthogonal si et seulement si I'imagetoute base orthonormée est une base orthonormée
Dem : (=) Soit(g),_,, une base orthonormée de E, comme u est bijectis §li(g))  est

une base de E, de plléa(q), u( ¢)> :< e Je> =q , cette base est bien orthonormee



(O) Soit(g)._, . une base orthonormée de E, aldix[ E, X:Zn: xe et|x’ :Zn:xz Donc
i=1 i=1

u(x) :Zn: xu( e) comme(u(g))_,  est orthonormée, on aura audsi( x)|° :Zn: ¥ donc u est
i= ’ i=1

une isomeétrie vectorielle
Prop : Si u est une isométrie vectorielle et ssFstable par u alors=" est aussi stable par u
Dem : Soit F stable par u, dong F) O F or u est bijective dondim(u(F)) = dim(F)

Onadoncu(F)=F
Soit yOF” ,OxOF, Oz0 F tel que x (i )

onafu(y),9=(uy) (=(yp=0= ()3 F

2°) Matrices orthogonales :

Def : On appelle matrice orthogonale toute mat@associée a un endomorphisme orthogonal
On noteO(n) le groupe des matrices orthogonales

Th : Si on munit E d’'une base orthonormée
AOO(n) = A A=| = AIGL(R) et A= A

Dem : On utilised(x, y)O E?, < X, )} < >
O(XY)O(R2) (A" Y= X( Ay X A¥ XAY¥ A& 3
Exo : SoitAD A (R) montrer queB = (1, +A)(1,—A)™ est orthogonale

Th : Une matrice A est orthogonale si et seulerseoés colonnes forment une famille orthonormale
Dem : L'image d’'une BON est une BON, or les cogmiiorment I'image de la base

Prop : Si ADO(n) alors det(A) =+1
Dem : Soit A la matrice de u, on&A" = |, = det( A) de( AT) =( def A))2 =

Def : Si A est orthogonale et que son déterminaant {, on dit que A est orthogonale positive ou directe,
elle appartient alors au groupe spécial orthogomaité SO( rj

Sinon on dit qu’elle est orthogonale négative alirgcte
On dit aussi que I'endomorphisme u associé a Arisbgonal positif et SO( E)

( on démontre trivialement qL((SO( r)X) est un sous groupe c(é)(n),X) )

I11 ) Endomorphisme auto-adjoint d’'un espace eucl&h

1°) Définition :

Def: E un espace euclidien, u un endomorphisiie e&t dit auto-adjoint lorsque
O(x y)OE, (u(®, y=( x4 ¥) (on ditaussiquil est symétrique )
Ex : Les projecteurs orthogonaux



1/2 0 1/2
Exo:SoitA=| O 1 0 [, montrer que A est la matrice d’'une projection oghboale
1/2 0 1/2

Prop : Dans une base orthonormée, la matrice d’'ndagmorphisme auto-adjoint est symétrique, c'est-a-
dire A" = A

Corollaire : L’ensembIeS( E) des endomorphismes auto-adjoints d’un espace mherdiion n est un

: . . . n(n+1
sous espace vectoriel de 'ensemble des endomarphjs| est de dlmensmn(z—)

Dem : immédiat ca(au+ bv)* = ad + bv= aw b

Prop : Si u est auto-adjoint et si F est stable parlors F” est stable par u
Dem : Nous savons que” est stable pau’

2°) Théoréme spectral :

Th : Tout endomorphisme auto-adjoint d’'un espacelidien a des valeurs propres réelles et est
diagonalisable dans une base orthonormée de vectopres
( E est somme directe orthogonale des sous espagpes de u )

Dem :©® Le polynébme caractéristique de u est scindé Guyril existe donc toujours une valeur

propre complexel
Soit x un vecteur propre ( dont les coordonnées$ cmmplexes )

On notex son conjugué on a aloms(x) = Ax et L(_>) =15

(U093 =2 {3 =( x {F)=2{ x ¥
Si on se place dans une base orthonormée 4bqr;s> = Zn: xx=[ 4 #20=>1=A0R
i=1

® On procede par récurrence sur n la dimension de E

Toujours vérifiée poun=1

On suppose gue tout endomorphisme auto-adjoint éajpace de dimensiam—1 est diagonalisable
dans une base orthonormée de vecteurs propres

Soit u un endomorphisme auto-adjoint, u admet amsnme valeur proprel qui est réelle

Soit e un vecteur propre unitaire associéf, D :vect( @) est stable par u et dond" I'est aussi

soit v la restriction de u aD"” c’est un endomorphisme auto-adjoint d’'un espacdidensionn-1
donc il existe une bas@ orthonormée deD” constituée de vecteurs propres de v donc de u
On ajoute alorsgg, a S pour obtenir la base orthonormeée de vecteurs prspute E
Corollaire : Toute matrice A symétrique réelle d&gonalisable surR donc il existe une matrice P
orthogonale et D diagonale telle que= PD'P

Conséquence : Les espaces propres d’'un endomorplsigmétrique sont 2 a 2 orthogonaux
Dem : SoitxOE,, yOE, or{ u ¥}, y=( x§ Y= x y=pu( x)
orA# p=(xy)=0

Exo : DiagonaliserA=

R RN
BN R
N PR



Exo : SoitAO0 S, (R), on noteA,, A,,......4, ses valeurs propres avec leur ordre de multifgici

Montrer que : ) A% =

, 2.8

n
i=1 i=1j=1

Rem : le cas des matrices antisymétriques
Montrer que le spectre d’'une matrice antisymétriggst inclus dan{O}, donc OA 20, A+ Al est

inversible

3°) Le cas des matrices symétriques définies ipesit

Def : Soit A0S, (R), on dit que A est positive lorsq@X O M, , (R) X" AX=0
Soitu0S( B), u est positif lorsquéx O E, (u( %), ¥ =0

Th: Soit AD S, (R), A est positive si et seulement si son spectria@ss dansk*
Dem :AOS, (R) donc on sait déja que son spectre est réel
(=)0A0Sp( A, OX#£0 tel que A A 3 or XTAX= X (AX)=A X X=|
D’aprés I'hypothése on X" AX =0 et| >1|2 >0= A0OR"
(O) On considére u 'endomorphisme associé a A, itlieggonalisable

il existe dond¢, )i:l_.n une base orthonormée de vecteurs propreShef] E , x= Zn: XE
i=1
Doncu(x) :Zn:)li x& =(u(x),x) :Zn:/ii x*20 carA OR'

i=1 i=1

Or je rappelle quéu(x), X =( AX)" X= X A X= X A

Notation : Trés souvent I'ensemble des matriceséymoues positives sera not§ (]R) c’est un sous
espace de5, (R) , mais ce n’est pas un sous espace vectoriel.

L’ensemble des endomorphismes auto-adjoints moskgifa notéS*( E)

Exo:0Oul/(E), uodO S( § etuol ¥ )E

Rem : attention une matrice dont le spectre estipa%st pas forcément positive, je rappelle di¢eloit
1 2

d’abord étre symétrique A= (O lj 0S (R) or S§ A={1

Exo : Soit A une matrice symétrique et positiventnen qu’il existe une matrice B symétrique et pivsi

telle que A= B°

Def : Si A est une matrice symétrique positiveibnulelle est définie lorsquéX” AX=0= X=0
Si u est un endomorphisme auto-adjoint positif ibiyalil est défini Iorsque<u(x), x> =0= x=0

On note les ensembl&* (R) et S*( B

On peut généraliser la définition suivante
Soit AL'S,(R), on dit que A est définie positive lorsquX O M, ,(R), X #0= X" AX>0

10



Th: Soit AD S, (R), A est définie positive si et seulement si sontspest inclus dan®*
Dem : (=) Comme A est positive, on a d&§a( A OR", supposons queISp( A

Alors X #0 tel que AX=0 = XTAX=0 avec X# 0 ce qui est impossible car A est définie
Donc Sp( AOR"
(D ) Le spectre est positif donc A est déja positive, est I'endomorphisme associé a A, il est

n

diagonalisable. Il existeé(s‘i )izl“n une base orthonormée de vecteurs propigs! E , x= Z XE
i=1

u(x):zn:/txei donc {u ¥, >}=Zn:/]i X=0<00Ld,4 %=0 of # Cainsix=0
(u(x).¥=(AX)" X= X AX= X A%60= %0
Exo : Montrer queSO §* (R) = OMO GL(R) telle que S ¥ 1
Exo: SiudS™ (B alors x> (u(X), X est encadrée suB={ xJ E|| §=1 par A=min(Sp(1)) et
=max(sp(U)

IV ) Réduction d’endomorphismes orthogonaux :

1°) Orientation d’'un espace :

Def : Soit E un espace euclidien, orienter E reviehui choisir une basg =(g)

Def : Une baseB'=(¢)
det, (& iO[1n]) > ¢

sera appelée base directe dans I'espace E origatés = (q) I lorsque

idf1n]

igin

2°) Réduction d’'une isométrie vectorielle :

Prop : Si u est une isométrie vectorielle alors spectré]{-1,1}
Dem : SoitA0Sp( U= Ox 0 tel que (1 k=1

Or Ju(x)] =[Al == Al=1

Th: Dans le cas du plan euclidien, si u est umnistrie vectoriellaalors il existe une base de E dans

: . cosfd - singd co¥  sif
laquelle la matrice de u soitA=| . 0SA(2) ou A=|
sind co¥ sid - cof

Dem : Soit A la matrice orthogonale associée a u

A:(Z ((:l:j donca’?+b’=letc+ =1

Ainsi (8,¢)0[0,27]" tel que a= co® ,b= si® ,= sip &= cgs
Or ac+bd=0=> sin(6+¢) = 0= ¢ =-6 ourr-6

cosfd - sing
sind cod
d’angle 8, on la noteraR(6)

Def : Lorsque A=( )D SO(Z), on dit que A est la matrice d’'une rotation vectte
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Rem : L’ensemble des complexe de motlalst isomorphe 550(2)
Prop: R(6) R(6") = R6+6")
Dem : On effectue le produit matriciel
cosd -sind\( cod '- sil ) (cos(8+8) -si(6+86)
(sin@ coﬁj( sild ' cof j_(sin(6+0') cos(6+6)j
cosfd  sing

Def : LorsqueA=| |
sind -co¥Y

j, A est la matrice d’une symétrie orthogonale

Dans le cas de la symétrie orthogonale u est diatisable car u est annulé pax® -1

Th: Si uDO(E) oudim E= n= 2, il existe une base orthonormée de E dans laquellmatrice de u
S’écrit :

I, 0 0 O
o -1, 0 .. 0
As 0 0 R O ol R:(c?sek —5|n9kj, A 1
0 0 R sing,  coY,
0O .. 0 0O OR

On adoncp+qg+2r=n (sil'unde ces entiers est nul, les blocs nexispas )

Dem : On effectue un raisonnement par récurrencdasdimension n de E
Pour n=1, u est une homothétie mais aussi une isométrie denld ou — Id

Pour n=2 , il existe une base orthonormée telle que la ivatle u soit
cosd - sird co¥ sifl
. 0SO(2) ou A=|
sind co¥ sird - cof

Dans le second cas, la matrice est symétriqueeadslide valeurs propresl et1 ( car u est annulé

A=

1 0
par X*-1) donc semblable & nouveau dans une base orthcémmEo J

Supposons le résultat acquis pour les isométriestovielles sur les espaces de dimension
n-2etn-1

1° cas: Si u admet une valeur propre, nécessainerheou -1, pour tout vecteur propre unitaire
g, H= (vec( g))D est stable par u et de dimensior-1, alors il existe une base orthonormeée de H
dans laquelle la matrice de la restriction de u it :

I, 0 0 0
0 -I, © 0
0O O 0 +1 O
ST R . . :mat(u{?}w):( 0 AJ
O .. 0 0 OR

En réorganisant I'ordre des vecteurs de la baseatrouve la forme souhaitée

2°cas : u n‘admet aucune valeur propre réelle, tdypdme caractéristique est alors produit de
polynébme irréductible de degré 2 donc a discrimina@gatif. On noteF, un de ces polynémes :

R(X)=X*+aX+p
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Soit x un vecteur non nul deer(R,(u)) alors (x,u(x)) sont linéairement indépendants car sinon x
serait vecteur propre. On va montrer quBl :Vect( X L( >)) est stable par u, en effet

ulaxe b)) = af ¥+ bb( k= ol pe (o (u)xp)

La restriction de u a1 est orthogonale dans un espace de dimension 8 pbsséde pas de valeur

propre donc il existe une base orthonorméddelans laquelle la matrice est représentée parDe

plus M" est aussi stable par u, on peut donc appliqueyddthése de récurrence a la restriction de u
an®, comme ENOMNY, laréunion des deux bases donnera la matrice aités

3°) Cas particulier : Réduction d’'une isométrie we®lle de I'espace de dimension 3

Th: Si LDO(R3) alors il existeHD[O,Zﬂ] et une base orthonormée de E dans laquelle la oeatie u

1 0 0 -1 0 0
estR=|0 cos¥ —-sid| ou S=| 0O cof - sif
0 sin@d co¥ 0 sid cad

Dem : On étudie a part les cas triviaux ae Id. ou — Id.
Le polynéme caractéristique de u est un polyndmeedgé 3, il admet donc au moins une racine
réelle A =+1
On noteg, unitaire tel queu(g) =Ae, alors D =vect( ¢) est stable par u et comme u est orthogonal
P = D" est aussi stable par u
Ainsi la restriction de u & est un endomorphisme orthogonal en dimension 1 dlexiste(e,, )
une base orthonormée de P dans laquelle la magste
cosfd - singd cog  sif
( _ ]DSO(Z) ou A=( _ j
sind co¥ sid - cof

Dans le second cas, A est symétrigue donc diagaidé dans une base orthonormée de vecteurs

0
propres donc sera semblable(% _J

On considére alors la bade, e, §) qui est orthonormée

1 0 0 1 0 O
On obtient donc quand =1, la matriceR=|{0 cosf# -sid|ou{0 1 O
0 siné co¥ 0 0 -1
1 0 O -1 00
O 1 O] deviendra O 1 0| en permutant 2 vecteurs de la base ( soit S &=0)
0 0 -1 0 01
-1 0 0 -1 0 O
quandA =-1, lamatriceS=| 0 cos¥ -sid|ou| 0 1 O
0 sind co¥ 0 0 -1
-1 0 O 1 0 O
O 1 O] deviendra 0 -1 0| en permutant 2 vecteurs de la base ( soit R &=ar)
0 0 -1 0O 0 -1
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1 0 0
Def: Dans le cas olR=| 0 cosf - sird |, on dit que R représente une rotation d’eloer(u— Id) et

0 sind co¥
d'angle
1 0 0 -1 0 0
Lorsque A=|0 1 O|ou| O 1 O] alors A représente une symétrie orthogonale papoat a
0 0 -1 0 0 -
ker(u— Id). Si cet espace est une plan ( premier cas ) Arestéflexion
-1 0 0
Lorsque S=| 0 cos¥ -sird|0S 3, on dit que cette matrice représente une isomériq
0 sind co¥

vectorielle indirecte

Application : Comment retrouver les éléments camastiques d’une rotation vectorielle ?
« Chercher les vecteurs invariang = ker(u- Id) = Vec( ¢), on choisitg_unitaire

* On choisit alorse, unitaire et orthogonal &, et g = elJ ¢ alors dans la base ainsi construite
on aura la matrice réduite d’une rotation

+ Onau(e)=cosdg+sid g= cof=( ¢ .8 etsi=( (1}
« Onaaussir(u)=1+2co¥
Exo : Déterminer la nature et les éléments carastiéues de I'endomorphisme u dont la matrice est

L 1 2 -2
donnée parA==| -2 2 1
2 1 2

Exo : Déterminer la matrice de la rotation d’angge autour de I'axe dirigé paix = (1,1,])

Exo: Déterminer la matrice de la symétrie orthoglen par rapport au plan engendré par
6=(111) ete=(10,2
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