Saint Rémi : MP
David Corneillie

Chap AG3 : Exercices vus en classe ou a faire

Rappels preliminaires

Exol:
Montrer que f définit un produit scalaire .
f:R°xR® - R
X X'
y|X[ Y [ (x=2y)(x-2y)+ yw(  H w* %
z z
Déterminer une base orthonormée pour ce produitasea
Exo2 :

Dans le plan euclidien de dimension 2, on consit&murbe C d’équationX™ MX =1
X 1 -3

ou X :( j et M:( 3 1). Retrouver I'équation de C
y —

Puis montrer queR? = Ker(M +21) 0 Ker(M - 4l)

En déduire I'expression de M dans la nouvelle bases retrouver I'équation de C exprimée dans le
nouveau repere

Exo3 :

Dans R* muni de sa base canonique, ainsi que du produtage canonique qui lui confére une
structure d’espace euclidien, on considere I'espbcdonné par I'équation suivantex+ y+ z+ t=0.

Déterminer une base orthonormée de H
Exo4 :
1

Soit E=R,[X] et(RQ=[tH} ¢ }d

0
Montrer que( > est bien un produit scalaire sur E, et déterminee base orthonormale de E pour ce

produit scalaire

Exo5 :
: tP(t)Q(1) . : :
SotE=R|X| et( B Q=|——=—%d1. Montrer qu est bien un produit scalaire sur E
[X] et(R Q=72 o)
EX06 :

SoitE=R[X] et(R Q= J' H ) q} & . Montrer que( ) est bien un produit scalaire sur E

Exo7 :
Soient u et v deux endomorphismes d’'un espacdlpeéien E de dimension n
Montrer que les propriétés (i) et (ii) sont équeales

) O(xY)OE (u( R, L 9)=( ¥ ¢ )

(i) OxOE, [u(¥] =]y

On dit que deux vecteurs x et y sont orthogonaisgie (X, y) =0

Montrer que si0(x, y)O E?, < u( ¥, )}: 0 alors u est 'endomorphisme nul

Si OxOE, (u( ¥, ¥ =0, u est il lendomorphisme nul ?



On suppose qu’il un endomorphisme v de E tel@(ne y D E, < x) )} < X \( ))>

Montrer que (ii) est équivalentew@ov= vou
Exo8 :

Pour toute matrice A d#, (R) on note|A| = tr(AT A)

Montrer que|AB| < A §
Ex09 :

1
Soit E I'ensemble des fonctions de clasbsur [0,1] muni de(f,g) :J' f(t) g(t)dt.

0
Soit F I'ensemble de fonctions polynomiales [zmn] déterminer I'orthogonal de F

Ex010 :
Soit M, (R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n a odefits dansR

Pour A et B deux matrices i, (R) on note(A, B) = tr( A B)

Déterminer I'orthogonal du sous espaged® M, (]R) constitué des matrices symeétriques.

Exoll:

Montrer que si A est une partie de E algks = A”
Exo0l2 :

Soit E=C°([0,1] |R), on définit f par f(t)=tint sit#0 et f(0)=0
1
Minimiser I(tlnt—at—b)zdt

Exo13:
4 X+y-z-1=0
Soit E=R", on définitl par les équations suivantes
x+3y+ z-t=0
On noteX =(1,1,1~ 3, déterminerd ( X,M)
Exol4 :
Soit f une application linéaire de E dans F, E ditint deux espaces vectoriels normés.

Soit v F montrer qu'il existex, D E tel que| f( x) - :errIlEi'H (x-f

Montrer que si f est injective along est unique

Exo15 :

DansR® muni de sa base canonique, on considére D la@migendrée par le vecteur de coordonnées
(1,1,]) . Déterminer la matrice de la projection orthogoaaiur D dans la base canonique

Ex016 :

DansR® muni de sa base canonique, on considére P leguii@endré par les vecteurs de coordonnées
(1,1, et (1,-1,0. Déterminer la matrice de la projection orthogoaaur P dans la base canonique
Exol7 :

Soit F =Vect((1,—2,1,() ( 1,0,1,)3 déterminer la matrice dans la base canoniqueRdede la symétrie

orthogonale par rapport a F.
Exo18 :

Dans R* muni de sa base et son produit scalaire canoniguedéfinit I'espace :
{xl XX+ % =0
X+X% =%~ %=0
Déterminer une base de H, puis de son orthogonal
En déduire la matrice de la projection orthogonaie H dans la base canonique



Ex019:

Soit E un espace euclidien et u un endomorphisnietdequelx 0 E, (u( %), ¥ =0.
Montrer quelmu et ker u sont orthogonaux

Ex020 :

Montrer que pour toute matriceM , (R), [Tr (A)|< Jn|| A

Exo21 :
Soit E un espace préhilbertien réel et p un pr@gecte E

Montrer que p est orthogonal si et seulemerisi E, | p( x| < |
Ex022 :

Soit T I'ensemble des matrices triangulaires sugéngs deM, (R) .Soit Az(

0
2}, déterminer

d(AF).
Ex023 :

m
Déterminer Iorsque(a, b) décrit R? la valeur minimale de I’intégrale)((t —acost—-b sint)2 d
0

Exo24 :
f désigne toujours une application linéaire de bsl&
Soit y un élément de F, montrer qu’il existe deepteurs x et y’ tels que :

y=f(x)+y ou xJ(ker ) et yd(Im }
Montrer qu’un tel couplgx, y') est unique

Ex025 :
Soit E un espace euclidien de dimension n.

Soit (r,)._, . une famille de p vecteurs de E non nuls tels quéi;j),i # ] :<ri I > <0

'ngiﬂln Zkr

i=1..p
2
<

2
Soit (k, )i:l_.p p réels quelconques, montrer g

Montrer que la famillg(r, )i=1..p—1 est libre

| ) Adjoint d’'un endomorphisme

Ex026 :
Soit M, (R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n a ddiefts dans IR.

Pour A et B deux matrices ¥, (R) on note(A, B) = tr( A B)
A et B étant données dahg, (R) soit F définie paF (M) = AM — MB, déterminer I'adjoint de F pour
le produit scalaire.,.)

Exo27 :

Montrer querang(uour) = rang

Exo28 :

E un espace vectoriel muni du produit scalaireeetalnorme associée que I'on note> et || || , festun

endomorphisme de E tel quxOE, || f(X)] <|

1°) Soit f* 'endomorphisme adjoint de f, montogre OxOJ E H f (X)H <A
2°) Montrer que :Ker( f -1d) = Ker( f - Id)

3°) Puis montrer que&er(f —1d) etIm( f— 1d) sont en somme orthogonale



Exo029 :
R? est muni du produit scalaire et de la norme etetide canonique que I'on note> et | ||. GL est

I'ensemble des automorphismes&ié. On définit :B = {x O IR?,|{<1} et pour u dans GL on note u*

son adjoint, soit v ( I})* (0 d). Montrer queu(B) ={xO IR, (\ ¥, ¥=<1}
Ex030 :
Soit E une espace vectoriel euclidien et f un emafphisme de E vérifianfof "of = f

a. Montrer quefof” est un projecteur orthogonal dont vous préciseligmige

b. SoitxO(ker ), montrer qug| f (x)[| =[]

Exo031 :Soit f un endomorphisme de E, montrer I'équivalerttee les deux propriétés suivantes
(i) f =-f
(i) DXOE, (x f(X)=0

Exo032 :

Soitu0¢(E), montrer qug|uf| = ||| u|||

Puis montrer QU#|U*°4" =] 4”2

I1) Endomorphisme auto-adjoint

Ex033 :
Soit E un espace euclidien de dimension3, (a, b) une famille libre de vecteurs unitaires de E. On
note f l'application de E dans E telle que(x) =(a,x) a+(h % k

Montrer que f est symétrique et déterminer seseiéspropres
Exo34 :
Soit n un entier supérieur a 2

A une matrice d’ordre n telle que ; =- +,1 1
I irj -
Montrer que A est symétrique définie positive

Ex035 :

Soient M et N deux matrices &, (R), montrer quedet(l, +MN) = de{l,+NM)

Soit A une matrice symétrique réelle positive, meorgue det(l, +A) = 1

Ex036 :

Montrer que S est une matrice symeétrique réelle définie positise et seulement si
[M OGL,(R) telle que S= M N

Exo37 :

Soit ADS, , montrer qu'il existe une matrice BS' telle que A= B?

Exo38 :
Montrer que si A est définie positive alors sixiste une autre matrice C symétrique définie pessigjui

commute avec B telle qu&=C? , alors B=C

Ex039 :

Soitud/(E), montrer queu oud S ( B

Exo40 :

Soitud S ( ), montrer qud|ul| = o(u) ot p( U =sup(1] AD Si V)
Exo41 .

Déterminer les valeurs propres réelles d’'une endqimigsme bijectif antisymétrique



Exo042 :
Soit A une matrice symétrique a coefficients darelps des réels. On notg, A4,,......4, ses valeurs

n
propres avec leur ordre de multiplicité. Montrere;]E/li2 = Zaﬁ 2
i=1 i
Exo043 :
Soient a et b deux réels non nuls et M une matrca@rée dordre n telle que
m; =a etm = b si# . Diagonaliser M
Exo44 :
Soient A et B deux matrices colonnes réelles ndaswon liées
Soit la matrice M = AB" + BA
Déterminer les éléments propres de M

On séparera le cas ou le vecteur propre X appariennon aVect( A 3

Exo045
A A A

SOHA=(i ;jetB= A A . Déterminer les éléments propres de B
A A A

Ex046 :

Soient M et N deux matrices symétriques positiedd ¢(RR)

Montrer que 0<Tr(MN) < Tr(M)Tr(N)

Exo47 .

Soit E=R", on considerap une forme bilinéaire symétrique &'

On suppose qu'il existe un automorphisme @Rdetel que on ait :
OXOR"OyOR" (P9, B Y)=(x ¥

Montrer que la matrice d¢ a ses valeurs propres daifis*

Exo48 :
E est un espace euclidien. On n&(eE) 'ensemble des endomorphismes auto-adjoints de E

Pour ud S( E), montreru > 1/tr(uz) définit une norme sus( E)

Exo049 :
Dessiner dan€ =R?, I’ensemble{(x, y)O E tels que %-3 xy 3= 3}

Ex050 :
Dessiner dan€ =R?, I’ensemble{(x, y)O E tels que %+ xy 2y=1€§

Il ) Isométrie vectorielle

Exo51 :

Soit E un espace euclidien. Un endomorphisme odihair de E est appelé quart de toug$i= —1d
Montrer qu’un quart de tour transforme tout vectewtte E en un vecteur orthogonal & x
Soita R et g un quart de tour, on note=cosa Id + sin q

Montrer que f est un endomorphisme orthogonal

On suppossina # 0, fest- il diagonalisable ?

Exo52:

Soit (E,{ }) un espace euclidien a1 E-{0} , AOR *
On définit f O¢(E), tel queD > E f{ = xA( x

Déterminer les éléments propres de f
Cet endomorphisme est-il diagonalisable ?



Déterminer une condition nécessaire et suffisapte gue f soit une isométrie
Ex053 :

Soit A une matrice antisymétrique Mg, (R), déterminer ses valeurs propres réelles

Soit la matriceB = (1 + A)(1 - A)™", montrer que B est une matrice orthogonale
Exo54 :

Déterminer toutes les matrices M 8, (R) telles queM™™M +M +M T =0
EXx055 :

Déterminer la matrice de la rotation d’anglg autour de I'axe dirigé paix = (1,1,])

EXx056 :
Déterminer la matrice de la symétrie orthogonale @gpport au plan engendré par

6 =(1L) etg=(10)

EX057 :
Déterminer la nature et les éléments caractériggjde I'endomorphisme u dont la matrice est donné
3 1 -J6
par A:% 1 3 J6
J6 -J6 2
Ex058 :
E=R2 et f est un endomorphisme de E dont la matrice darsse canonique de E est donnée par
8 1 -4
A:l -4 4 -7| . Caractériser f
1 8 4
Ex059 :
E=R2 et f est un endomorphisme de E dont la matrice darsase canonique de E est donnée par
0o —J2 V2
A:% J2 -1 -1|. Caractériser f
-2 -1 -1
EXx060 :
Déterminer les réels a, b, ¢, d et e pour que A swmie matrice de rotation avea>0 et
3 2
7 7
A= 2 a d
7
6 b e
7
Exo61 :
Soit E l'espace euclidien de dimension 3, on note u kendrphisme de E dont la matrice est
o Y2 V2
2 2
ac| 211
2 2 2
Y211
2 2 2

Montrer que u est orthogonal, mais que u n’estn@ totation vectorielle, ni une symétrie orthoganal



Réduire la matrice de u, on pourra exhiber une @reit un plan stable
Ex062 :

Soit E 'ensemble des matrices AMlg (R) telles queA" A= AA et A- A | =0

Montrer que siALl E alors A est orthogonale

Montrer que si E n’est pas vide alors n est pair

Décrire E, lorsquen=2

Ex063 :

Soit E un espace euclidien, le produit scalaireddex vecteurs x et y et la norme d’'un vecteur graer

notés :(x, y) et| ¥

Soit H une sous espace vectoriel de E et p le greye orthogonal sur H
Soit K un second sous espace vectoriel de E, rdggtion orthogonale sur K
On noteA une valeur propre non nulle deor et u un vecteur propre associé

a. Montrer que u appartient & H et quéu) - Au est un élément dl ”
b. Etablir que |ul’ :||r(u)||2

c. En déduire que toutes les valeurs propregpde sont dans le segmefﬁ,]]

On suppose maintenant que p et r commutent
d. Montrer quepor est un projecteur orthogonal

e. Montrer queker( por) = kerp+ kerr et In{ por)= Impn Imr

Exo64 :
Dans M, (R), on note le produit scalairéA, B) = Tr( A B)

SoientAOM, (R), (P.QT(Q (R))Z, montrer queg|PAQ| =| Al
Soient A et B deux matrices symeétriques reellentner qu’il existe deux matrices diagonalBg et D,

et une matrice orthogonale P telles dl#- B =| D,P- PO

EX065 :

Soit E un espace euclidien et f un endomorphisnte @n note B la boule fermée de centre O de rdyon
Montrer que sif (B) = B alors f est une isométrie

EX066 :

Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficiet@ns R telle que A" A= AA

On suppose qu'il existe un entier p non nul tel dfie=0

Montrer que A" A=0 puis queA=0

Ex067 :

Soit E un espace euclidien, u un vecteur non nul

gOO(E) et o une réflexion par rapport :évect( u))D

Etudier w= gagog™



