David Corneillie : MP 2021-2022

DS n°1 : Mathématiques 4 heures
Samedi 11/09/21

Ce devoir comporte un test simple et 4 exercicégpandants les uns des autres
L’'usage de calculatrice ou de téléphone portahlenesdit

Test simple :
J'achete un produit ayant une réduction 28% qui correspond a 3€ . Combien vais je payer ?

Exercice n°1 (‘autour de I'étude de suites )

Partie A : (d’apres CEAS)

Pour tout réel x on notex | sa partie entiére

1. Montrer queDxOR", [ 2x|= 2 x|

A2"
2. Soit A D[O,][. Pour tout entier naturel n, on pos#, =u Montrer que la suite(dn) est

n .

convergente.

Partie B : ( d’apres CCINP )

On note f, (x) = x, Ox0[0,1).

fn (23X) si xO [O%J

Pour tout entier n et tout rée3{0,1], f_,(x) = % si XD}} —2}

N

f -2
1+M si xO _'1
2 2 3
1. Représenter les fonctiorfs et f, sur 2 schémas différents

1

fn+1(X)— fn(x)| = 3(2)n+l :

3. En déduire quéixd[0,]] la suite(fn(x))nDN est convergente.

2. Pour tout entier n, montrer quex0[0,1] ,

( cette limite s’appelle la fonction de Cantor-ksgue aussi nommeée I’ escalier du diable )



Exercice n°2 : Polynéme et trigonométrie ( D’aprés Centrale )

On définit la suite de polynom€s,) . par T, =1, T,= X etO 0N, T,,=2 X[, ]

1
2
3.
4

Déterminer le degré et le coefficient dominaaigl
Montrer que(T,),,, est une base d& [X].

Montrer que pour tounON et d0OR, T,(cosf) = cog 1)
Montrer que pour touhON et §0R, |sin( r6)|< nsin(6)
_ nsin(narcog x))

T, (Y=<

Montrer queOxO]-11, T, (X)

En déduire quélx0]-11,

Exercice n°3 : Dénombrement et probabilité( D’apres Oral INP )

Soit un entier naturel n non nul

Une urne contient 2n boules, dont n rouges et ndfias.
On tire au hasard et simultanément n boules dagur
On appelle X le nombre de boules rouges obtenues

in-1 n 2n-1
Montrer que) | =
kzo( K J(n—l— kj ( n—1j

Déterminer la loi de X, a savoitk O[0,n], P( X=K).

-1
Montrer quedk O[1,n], k HERE
k k-1

Calculer I'espérance de X.

Exercice n°4 : Structure algébriqgue

SoitaOC, on poseZ(a) ={a+ba ou(a t)DZZ}

o o

On suppose qt(%(a),+,><) est un anneau . Montrer que est racine d’'un polyndme a
coefficients entiers, de degré 2 dont le coeffioiminant vaut 1.

On suppose I'existence {ip, q) JZ’ tel quea’ + pa +q=0. Montrer que(Z(a),+,><) est un
anneau.

Soit n un entier qui ne soit pas le carré d’'mtier. Montrer que(Z(x/ﬁ),tX) est un anneau.

Pour toutx = a+ b\/_nDZ(\/_n) ,on posex=a-b/n et N 3= x.
2

Montrer que(Xx, y)D(Z(\/?I)) onaN(xy)=N(% N Y

Montrer que x est inversible daﬁ;s(\/ﬁ) si et seulement $N (x)| =1

Montrer qu98+3\/_7 est inversible dan%(ﬁ) et donner son inverse.



