Correction du probléme 2 :

Ql: (161 g) ('g i) = (g lg) ordet (I(’)‘ g) = det (1"0‘1 g) en développant par rapport a la premiére
A

colonne et en itérant det (I” 0) = det(C), de méme det(g IB) =det (0
n

i
0 ¢ InB—l) en développant par

A B
rapport a la derniere ligne, ainsi det(0 I ) = det (4)
n

Finalement det(

g‘ 5) = det(4) det (¢)

C

Q2 : Sila matrice A est diagonalisable alors son polynéme minimal est scindé a racines simples ( SARS ) et ses
racines sont les valeurs propres , donc miny(x) = ]_[Ll(x — %)

Q3 : Sile polynéme P annule A alors le polynéme minimal de A divise P, ainsi min, sera SARS et A sera
diagonalisable et Sp(A) < {u;, i € [1,p]}

Q4 : Il existe une matrice P inversible telle que B = P~YAP, alors par récurrence immédiate on prouve que pour
tout entier naturel k on a B¥ = P=1A¥P, on pose le polynéme T(x) = ¥ ey Qi x*

Alors T(B) = Yxen axB* = P™*(Zken axB¥)P = P T(A)P, ainsi T (A) et T(B) sont semblables
(4

as:u = (",

spectre est {1,2}

OnaE;(U) = Vect((_23)> et E,(U) =Vect <(_11)> on pose alors P = (_23 _11) etP~1 = (—31 —21)

Ainsi P~1UP = (1 0)

_21) alors yy(x) = (x — 1)(x — 2), ce polynéme est SARS donc U est diagonalisable et son

0 2
20, I, I, —I inversi -1
Q6:0 = ( ) On pose R = ( ) alors QR = RQ = I, donc Q est inversible et ™~ = R
=31, —I, 3L, 2o,
_1(4A 24\, (A 0O 44 24 cp_(A 0
Calculons Q (—3A —A) Q= (0 ZA)' donc (—3A —A) est semblable a B = (0 ZA)

Q7 : On suppose que A est diagonalisable, il existe S € GL,, (R) et A diagonale telles que A = SAS™!

Or (S(_)l 591) (’g 2(34) (‘g g) = (g ZOA)’ B est semblable a une matrice diagonale or (_45)4 4 E‘;ll) est
44 24

semblable a B, par transitivité de la relation de similitude (_ 34 -4 A0

0 2 A) donc

) est semblable a (

diagonalisable.

4A

_34 E‘j) est diagonalisable, alors T est scindé a racines simples

Q8 : On suppose que (

44 24

Or B est semblable a (—BA Z4

) donc d’apres la question4, T (B) est semblable a T <(—4§4A E‘:)) =0

A 0

Comme B =(0 24

- K _ (AK 0) =(T(A) 0 )=
) alors pour tout entier naturel k, B ( 0 2kak donc T(B) 0 T(24) 0

On en déduit que T(A) = 0, A posséde donc un polynéme annulateur scindé a racines simples donc A est
diagonalisable

BILAN : (_4§4 4 E’:) est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable
Q9:V = (g :i), ona yy(x) = x? —2x+ 1 = (x — 1)?, ce polynéme est scindé donc V est trigonalisable.




Si V est diagonalisable alors son polynéme minimal est SARS donc miny (x) = x —1 = V = I, donc V n’est pas
diagonalisable.

OnaV —1I, = (; :5) = E; (V) =Vect <G)>, posons €, = (D

orv (_01) = (:;) =-2 (1) + (_01), posons &, = (_01) = Ve, =—2¢ +¢

soc? = (3 Gpenar= () errve=(y )

Q10:0n pose Z = (In _é") alors 271 = ( 0 I") et Z71 (3A _ZA)Z = (A —ZA)

34 =24 .~ _ (A =24
Donc (ZA _A )est semblable a C = (0 A )
) ; k _ (A% —2kA¥ . _ B
Q11 : Montrons par récurrence que C* = 0 Ak ) ce qui est vérifié pourk =0 etk =1
K _ (AF —ZkA") k-1 _ (Ak —2kAk) A =24\ _ (Ak“ —2(k + 1)Ak+1)
On suppose que C ( 0 K alors C 0 p ( 0 A ) 0 A+

L’égalité est donc bien vérifiée pour tout k

On suppose C diagonalisable alors R son polynéme minimal est scindé a racines simples et R(C) = 0
On pose R(x) = Yrenbix* = R(C) = Tien biC* et R(A) = Yien bxA*

De plus R'(x) = Yren kbpx*™1 = xR’ (x) = Yyen kbix* et AR'(A) = ¥ yen kb A¥

R(A) —2AR’(A)) _ 0

Finalement R(C) = ( 0 R(A)

Q12 : On en déduit que R(A) = 0 et AR'(A) = 0, on en déduit donc que min,(x) divise R(x) et xR'(x), donc
miny (x) divise le pgcd de ces 2 polynémes

Cependant R est SARS donc R est premier avec R’ et le pgcd de R(x) et xR'(x) est celui de R(x) et de x
On en déduit que miny(x) divise x = min,(x) = x
Orming(A)=0=>A4=0

o xly—A =24\ _ 2 ,
Q13: xc(x) = det( 0 xl, —A) = (xa(x))" d’apres la question1.

Si A est trigonalisable alors y 4 est scindé alors y est scindé alors C est trigonalisable
Si C est trigonalisable alors x . est scindé alors x4 est scindé alors A est trigonalisable

Finalement A est trigonalisable si et seulement si C I'est aussi

Ql4:5ionposeA:(0 -1 zg —jA

1 0 ) ne sera pas

),)(A (x) = x%2 + 1, donc A n’est pas trigonalisable, alors C = (

trigonalisable.



