
CorrecƟon du problème 2 : 

Q1 : ቀ𝐼 0
0 𝐶

ቁ ൬
𝐴 𝐵
0 𝐼

൰ = ቀ
𝐴 𝐵
0 𝐶

ቁ  or 𝑑𝑒𝑡 ቀ𝐼 0
0 𝐶

ቁ = 𝑑𝑒𝑡 ቀ
𝐼ିଵ 0

0 𝐶
ቁ en développant par rapport à la première 

colonne et en itérant   𝑑𝑒𝑡 ቀ𝐼 0
0 𝐶

ቁ = 𝑑𝑒𝑡(𝐶), de même det൬
𝐴 𝐵
0 𝐼

൰ = 𝑑𝑒𝑡 ൬
𝐴 𝐵′
0 𝐼ିଵ

൰  en développant par 

rapport à la dernière ligne, ainsi det൬
𝐴 𝐵
0 𝐼

൰ = det (𝐴) 

Finalement detቀ𝐴 𝐵
0 𝐶

ቁ = det(𝐴) det (𝐶) 

Q2 : Si la matrice A est diagonalisable alors son polynôme minimal est scindé à racines simples ( SARS ) et ses 
racines sont les valeurs propres , donc 𝑚𝑖𝑛(𝑥) = ∏ (𝑥 − 𝜆)

ୀଵ  

Q3 : Si le polynôme P annule A alors le polynôme minimal de A divise P, ainsi 𝑚𝑖𝑛 sera SARS et A sera 
diagonalisable et 𝑆𝑝(𝐴) ⊂ {𝜇, 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑝⟧} 

Q4 : Il existe une matrice P inversible telle que 𝐵 = 𝑃ିଵ𝐴𝑃, alors par récurrence immédiate on prouve que pour 
tout enƟer naturel k on a 𝐵 = 𝑃ିଵ𝐴𝑃, on pose le polynôme 𝑇(𝑥) = ∑ 𝑎𝑥

∈ℕ  

Alors 𝑇(𝐵) = ∑ 𝑎𝐵
∈ℕ = 𝑃ିଵ൫∑ 𝑎𝐵

∈ℕ ൯𝑃 = 𝑃ିଵ𝑇(𝐴)𝑃, ainsi 𝑇(𝐴) 𝑒𝑡 𝑇(𝐵) sont semblables 

Q5 : 𝑈 = ቀ
4 2

−3 −1
ቁ  alors 𝜒(𝑥) = (𝑥 − 1)(𝑥 − 2), ce polynôme est SARS donc U est diagonalisable et son 

spectre est {1,2} 

On a 𝐸ଵ(𝑈) = 𝑉𝑒𝑐𝑡 ቆቀ
2

−3
ቁቇ  𝑒𝑡  𝐸ଶ(𝑈) = 𝑉𝑒𝑐𝑡 ቆቀ

1
−1

ቁቇ on pose alors 𝑃 = ቀ
2 1

−3 −1
ቁ et 𝑃ିଵ = ቀ

−1 −1
3 2

ቁ 

Ainsi 𝑃ିଵ𝑈𝑃 = ቀ
1 0
0 2

ቁ 

Q6 : 𝑄 = ൬
2𝐼 𝐼

−3𝐼 −𝐼
൰. On pose 𝑅 = ൬

−𝐼 −𝐼

3𝐼 2𝐼
൰  alors 𝑄𝑅 = 𝑅𝑄 = 𝐼ଶ  donc Q est inversible et 𝑄ିଵ = 𝑅 

Calculons 𝑄ିଵ ቀ
4𝐴 2𝐴

−3𝐴 −𝐴
ቁ 𝑄 = ቀ

𝐴 0
0 2𝐴

ቁ, donc ቀ 4𝐴 2𝐴
−3𝐴 −𝐴

ቁ est semblable à 𝐵 = ቀ
𝐴 0
0 2𝐴

ቁ 

Q7 : On suppose que A est diagonalisable, il existe S ∈ 𝐺𝐿(ℝ) et Δ diagonale telles que 𝐴 = 𝑆Δ𝑆ିଵ 

Or ቀ𝑆ିଵ 0
0 𝑆ିଵቁ ቀ

𝐴 0
0 2𝐴

ቁ ቀ
𝑆 0
0 𝑆

ቁ = ቀ
Δ 0
0 2Δ

ቁ, B est semblable à une matrice diagonale or ቀ 4𝐴 2𝐴
−3𝐴 −𝐴

ቁ est 

semblable à B, par transiƟvité de la relaƟon de similitude ቀ 4𝐴 2𝐴
−3𝐴 −𝐴

ቁ est semblable à ቀΔ 0
0 2Δ

ቁ donc 

diagonalisable. 

Q8 : On suppose que  ቀ 4𝐴 2𝐴
−3𝐴 −𝐴

ቁ est diagonalisable, alors T est scindé à racines simples 

Or B est semblable à ቀ 4𝐴 2𝐴
−3𝐴 −𝐴

ቁ donc d’après la quesƟon4 , 𝑇(𝐵) est semblable à 𝑇 ቆቀ
4𝐴 2𝐴

−3𝐴 −𝐴
ቁቇ = 0 

Comme 𝐵 = ቀ
𝐴 0
0 2𝐴

ቁ  alors pour tout enƟer naturel k, 𝐵 = ൬𝐴 0
0 2𝐴൰ donc 𝑇(𝐵) = ൬

𝑇(𝐴) 0
0 𝑇(2𝐴)

൰ = 0 

On en déduit que 𝑇(𝐴) = 0, A possède donc un polynôme annulateur scindé à racines simples donc A est 
diagonalisable 

                           BILAN :  ቀ 4𝐴 2𝐴
−3𝐴 −𝐴

ቁ est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable  

Q9 : 𝑉 = ቀ
3 −2
2 −1

ቁ, on a 𝜒(𝑥) = 𝑥ଶ − 2𝑥 + 1 = (𝑥 − 1)ଶ, ce polynôme est scindé donc V est trigonalisable. 



Si V est diagonalisable alors son polynôme minimal est SARS donc 𝑚𝑖𝑛(𝑥) = 𝑥 − 1 ⟹ 𝑉 = 𝐼ଶ donc V n’est pas 
diagonalisable. 

On a 𝑉 − 𝐼ଶ = ቀ
2 −2
2 −2

ቁ ⇒ 𝐸ଵ(𝑉) = 𝑉𝑒𝑐𝑡 ቆቀ
1
1

ቁቇ , posons 𝜀ଵ = ቀ
1
1

ቁ 

Or 𝑉 ቀ
−1
0

ቁ = ቀ
−3
−2

ቁ = −2 ቀ
1
1

ቁ + ቀ
−1
0

ቁ, posons 𝜀ଶ = ቀ
−1
0

ቁ ⟹ 𝑉𝜀ଶ = −2𝜀ଵ + 𝜀ଶ 

Soit 𝑃 = ቀ
1 −1
1 0

ቁ, on a 𝑃ିଵ = ቀ
0 1

−1 1
ቁ  et 𝑃ିଵ𝑉𝑃 = ቀ

1 −2
0 1

ቁ 

Q10 : On pose 𝑍 = ൬
𝐼 −𝐼

𝐼 0
൰  𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑍ିଵ = ൬

0 𝐼

−𝐼 𝐼
൰   𝑒𝑡 𝑍ିଵ ቀ

3𝐴 −2𝐴
2𝐴 −𝐴

ቁ 𝑍 = ቀ
𝐴 −2𝐴
0 𝐴

ቁ 

Donc ቀ3𝐴 −2𝐴
2𝐴 −𝐴

ቁ est semblable à  𝐶 = ቀ
𝐴 −2𝐴
0 𝐴

ቁ 

Q11 : Montrons par récurrence que 𝐶 = ൬𝐴 −2𝑘𝐴

0 𝐴 ൰, ce qui est vérifié pour 𝑘 = 0  𝑒𝑡 𝑘 = 1 

On suppose que  𝐶 = ൬𝐴 −2𝑘𝐴

0 𝐴 ൰  alors  𝐶ିଵ = ൬𝐴 −2𝑘𝐴

0 𝐴 ൰ ቀ
𝐴 −2𝐴
0 𝐴

ቁ = ൬
𝐴ାଵ −2(𝑘 + 1)𝐴ାଵ

0 𝐴ାଵ
൰ 

L’égalité est donc bien vérifiée pour tout k 

On suppose C diagonalisable alors R son polynôme minimal est scindé à racines simples et 𝑅(𝐶) = 0 

On pose 𝑅(𝑥) = ∑ 𝑏𝑥 ⟹∈ℕ 𝑅(𝐶) = ∑ 𝑏𝐶
∈ℕ   et  𝑅(𝐴) = ∑ 𝑏𝐴

∈ℕ  

De plus  𝑅ᇱ(𝑥) = ∑ 𝑘𝑏𝑥ିଵ ⟹∈ℕ 𝑥𝑅ᇱ(𝑥) = ∑ 𝑘𝑏𝑥   𝑒𝑡 ∈ℕ  𝐴𝑅ᇱ(𝐴) = ∑ 𝑘𝑏𝐴
∈ℕ  

Finalement 𝑅(𝐶) = ൬
𝑅(𝐴) −2𝐴𝑅′(𝐴)

0 𝑅(𝐴)
൰ = 0 

Q12 : On en déduit que 𝑅(𝐴) = 0  𝑒𝑡  𝐴𝑅ᇱ(𝐴) = 0, on en déduit donc que 𝑚𝑖𝑛(𝑥) divise R(x)  et  𝑥𝑅′(𝑥), donc  
𝑚𝑖𝑛(𝑥) divise le pgcd de ces 2 polynômes 

Cependant R est SARS donc R est premier avec R’ et le pgcd de R(x)  et  𝑥𝑅′(𝑥) est celui de R(x) et de x 

On en déduit que  𝑚𝑖𝑛(𝑥) divise x  ⇒ 𝑚𝑖𝑛(𝑥) = 𝑥 

Or 𝑚𝑖𝑛(𝐴) = 0 ⇒ 𝐴 = 0 

Q13 : 𝜒(𝑥) = 𝑑𝑒𝑡 ൬
𝑥𝐼 − 𝐴 −2𝐴

0 𝑥𝐼 − 𝐴
൰ = ൫𝜒(𝑥)൯

ଶ
 d’après la quesƟon1. 

Si A est trigonalisable alors 𝜒 est scindé alors 𝜒  est scindé alors C est trigonalisable 

Si C est trigonalisable alors 𝜒  est scindé alors 𝜒 est scindé alors A est trigonalisable 

Finalement A est trigonalisable si et seulement si C l’est aussi 

Q14 : Si on pose 𝐴 = ቀ
0 −1
1 0

ቁ , 𝜒(𝑥) = 𝑥ଶ + 1, donc A n’est pas trigonalisable, alors 𝐶 = ቀ
𝐴 −2𝐴
0 𝐴

ቁ ne sera pas 

trigonalisable. 

 


