Partie 1 :

Question] : on pose v, = 1—117”— >0, si on considere [ = 1—;—61 alors n/”vn = _(1?:};/_2 -0 car a>1
n n
Ainsi v, = 0( L ) or Z— CV car B>1. D’aprés les critéres de comparaison sur les séries a termes
n’
positifs Zl—a— cv
n
. 1 1
Question2 : On pose f,(x)=—, Vx>1, f, est C" sur L+o[, 3 f, CVS sur JL,+o0]
n

vx>1, f,'(x)= ——lg. On considére toute partie compacte [a,b]c [, +eof
n

lnn

[a.,b] a'

£(x) |<M:>||f|

Alors ¥xea,b], |f,

CV:>an' CVN donc CVU sur [a,b]

D’apres la questionl., Z [ad]

D’aprés le théoréme de derzvatzon terme & terme de la somme d’une série de fonctions, ¢ est de classe

C' sur toute partie compacte de ]1 +oo[, donc sur ]1,+oo[

De plus ¥x>1,¢'(x) = Z—Eﬁ <0= ¢ est décroissante sur |1,+o0] .

Question3 : linll 7 (x) =l, si z £, CVU sur ]1,+oo[, alors d’aprés le théoréme de la double limite la
X—> n

. , 1 : : ;
série harmonique — serazt convergente. Donc ne converge pas uniformement Sur 1,+o0]| .
n

()5

fn" Lot CV:>an CVN donc CVU sur [2,+oo[

SL
2

Question4 : Vx =2,
On en déduit que Z

Comme +w© € [2 +oo[ le théoréme de la double limite affirme

lim ;’(x) thf (x) or sin=1, lim fn(x) 0 e lim f(x)

n=1

Finalement lim { (x ( )—1

Question5 : La fonction t > — est positive, décroissante et intégrable sur ]l,+oo[ car x>1.
t

n+l n
Ainsi ‘v’neN*—{l} J.%ESLXS %
n 3

n n-1

dt +°°dr 1 17" 1
Donc I(x)= J. <¢(x)= 1+Z——<1+'f t" [1—361‘”‘1} ==
1

| 1
D’ou ;—_—1$§(x)£1+x———l-:>ls(x—1)é’(x)§x.

D apreés le théoréme des gendarmes lirrll(x ~1)¢(x)=1=¢(x ~—1—

L >0
(ab)’

Va>0, > u,, CVA vers S(a)=§(x)—-1x— or Y .S(a) CVA.
p a

Question6 : V(a,b) e 4 on pose u,, =



D’aprés le théoréme d’inversion de sommation de Fubini, (ua)b ) (e)e est sommable et on a alors
2
x)) .
(a,bz)eA a=1 b= 1 Zl a ; ( ))
Question?7 : On pose A, = {(a,b) € 4, ab=n}, alors (4,), forme une partition de 4, la famille

(ua,b ) (e)e étant sommable, le théoréme de sommation par paquets permet d affirmer que

+00  +00

+00

> U, =, > u,,, cependant si (a,b)e 4,, on pose b =2 o card(4,)=d,
(a.p)e4 n=1(a,b)e4, n

Comme (a,b)e 4, = u,, =—17, on obtient donc (é’(x))2 = > u, Z__
r (a,b) =l 1

Partie 2 :

(_1211—]

Question8 : on pose Vne N, VxeR, u,(x)=
n

(x)’ #o(1)= Zun (x) DVG
Si x>0, ¢, Iu l 0, (s, (x)) est décroissante et tend vers 0. D’apreés le critére spécial des

séries alternees >ou,(x)CV.
Finalement Y u, CVS sur 0, +oo| et F est définie sur 10, +00] .

Questiond : on pose 7 : tl—>1—_—, y est C* sur |0,+o0 et y'(1)= ﬂn’

Cette fonction est donc croissante sur ]O e "] et décroissante sur [ et +oo[.

.. (lnn — , . :
La suite (———x—) est donc décroissante & partir du rang Le” x_l +1

n
Question10 : Les fonctions u, sont C' sur ]0,+oo[, Zun CVS vers F sur |0, +oo] .

Vx>0, u,'(x)=(-1)" —l-r-ltﬁ, on pose &,(x)= —lllxﬁ La suite (&, (x)) est positive, décroissante et tend vers
n n

u,'(x (n+l)
) ()( )

0 & Uinfini, d’aprés le CSS4, Zu x) CV et |Rn ‘

p=n+l
1 1 1
On note K =|a, blc <o, +oof, VxeK, lR x)’ ——r—l—talz R, « _<_—n-(-n—+—al—>0
n+1) t (n+1)
Ainsi Zun "CVU sur K. Le théoréme de derzvatzon termes & termes permet d affirmer que F est de

nh’ll’l

classe C' sur toute partie compacte de |0,+oo[ donc sur 10, +c0[ et Vx>0, F '(x)= Z(

n

1 n-1 _1 n-1
Questionl1 : Si x>1, Z ) CVA et 2_1; CVA=> {—(——2—} et [ij sont sommables. On
n n>0
n>0

partitionne alors N" avec les entiers naturels non nuls pairs et les enz‘zers naturels zmpazrs le théoréme

de sommation par paquets nous donne F(x)—¢ (x)= i(Z l) 2(2 1) Z (2n) (2 : 1)
g n =0 + n= 0 l’l n=0 ( 2+

F(x)~¢(x)= L _ g (x) > Vas, F(x)=(1-27)¢(x)




Questionl?2 : Sachant que lim (1 2" ") =1, les résultats des questions4 et 11 donnent lim F(x)=1

(-1)"
nx

n-1
Question13 : Pour x>1, Z ) CVA, donc le produit de Cauchy de Z par elle méme et le

terme général d’une série absolument convergent.

insi ETEYT st S A
Ainsi en posant Vn22, c,(x)= Y, ~— =(-1)" Y, ———— on obtient immédiatement
dia K p pl (n—k)

S, (=5 EFCL - (re)

x
n=1 n =1 I
n-1

Question14 : On a toujours Vx>0, Yn=2, ¢,(x ) e ) or k*(n—k)" >0 donc
k=1 -
n-1
e, (x)i = Zﬁ}—k)? Si on considére 0t > z‘(n—t) Sur [l,n—l], cette fonction prend son maximum
k=1 n-—
n nY 1 4 4
—etVke|lLn-1|, k(n-k)<| — _— > ; >—(n-1
on 2 et vkefon-1], k(=05 5] = ot fe sk (e ()

4’(

Ll doncsixe[o,l}
2 n*

De —(n—1) tend vers I'infini lorsque n tend vers I'infini

T
n

Ce qui prouve que ¢, (x)#o0(1) et que Y c,(x) diverge grossiérement.

) o 1
Questionl$ : on a immédiatement ——— =

w
N e ) e POrio I

k=1

—_ s n-1 n-1
Soit ¢, (l)=z—(——l)-—~Hn_] car H_| = l_—_ 1
n k3 n—k
H, H,, nH,~(n+)H ”(Hn—”’lj‘(”“)Hn—l —H
Question16 : —=——2L=—2" rl— ’ 2L <0 car H, , 21
n+l n n(n+1) n(n+1) n(n+ )

y . (H 5
Ainsi la suite ( nl j est décroissante .
n

2H 2In(n-1 .
Si on pose &, ==L, (&,) est positive et décroissante, de plus &, ~ 2in(n=1) — 0. D’aprés le CSSA
n n
la série ch (1) est donc convergente.
Partie 3 :
, 1 . o wdr_ 1
Questionl7 : 1+ = est positive et décroissante sur [n, n +1] =% ( )r < = L
n+l) 3 n
o 1 1
Ainsi 0<v, (x)S—- —=w, (x).
n o (n+1)

. 1 i .
La suite (_{ est convergente, le théoréme de convergence suite-série nous donne la convergence de la
n

série Z w, Enf in le critére de comparaison sur les séries a termes posilifs assure que Zvn x) cVv



Ceci assure la convergence simple de Zvn sur [1, 2]. Onnotera a = ivn (1)
n=1

Questionl8 : Comme x € ]1,2], tl——)tlx est intégrable sur [1,+oo[.

1 Fdr 1
2o )= Lo [ =015
Question19 : Reprenons I'inégalité démontrée & la questionl7. 0<v, (x) < —1;-— ( 11)x =w,(x)
n (n+
Pour tout entier n, on aura 0< R, (x)= i v, (x)< Y lx : — = ! - < L
p=n+1 p=n+1 P (p+1) (n+1) n+l

Ainsi R, < ;1:1- —0= v, CVU sur [1,2]

D’apreés le théoréme de la double limite lin%Zvn (x)= f:vn ()=«
e n=1 n=1

Avec la questionl8, on obtient Vx € V(l*), {(x)——li=a+o(l):> §(x):a+—%+o(l)
x- x-

Question20 : D'aprés la questionl0. F'(1)= i (-1)’ 4

=1

B

1-2*" =(x—1)1nz—(—h122i(x—l)2 +o(x-1)

or é’(x)=a+——1——1-+0(1):>F(x)=[(x~l)h12—@—2-2—)2—(x~1)2 +0(x—1)2}(a+~i—1—+0(1))

%— x—

2 2 .
Ce qui donne F(x)=ln2+(x——1)[aln2—(ln2) ]4‘0(}6—1)

Or F(x)=F(1)+(x—1)F'(1)+0(x-—1)

En vertu de ['unicité du développement limité, on obtient 2( 1)’ 11”— =ahn2-

n=1

(ln 2)
2



