Probléme 1 :

Question 1. Si A et B sont semblables alors il existe P e GL, (U ) telle que B= P AP . Or
Tr(MN)=Tr(NM) donc Tr(B)=Tr(P" (4P))=Tr((AP)P")=Tr(4).

P
De méme det(B) = det(P’l )det(A)det(P) = jZ:—EP;det (A)=det(A4)

On ne change pas le rang d’une matrice en la multipliant a droite ou a gauche par une matrice inversible
donc rg(B) = rg(A)

75 (x)=det(xI, - B)=det(P (xI, - A) P)=det(xI, - 4) =z, (x)

Deux matrices semblables ont donc la méme trace, le méme déterminant, le méme rang et le méme
polynome caractéristique

1 11 1 00
Question2. A4=|0 2 0|er B=[0 2 1| g, (x)=(x=1)(x-2) =y,(x), Tr(4)=5=Tr(B)
0 0 2 0 0 2
et det (A) =4 =det (B) A et B sont inversibles donc toutes deux de rang 3
-1 1 1
A-21, [ 0 0 0| estderang I donc m(2)=dimE,, A est donc diagonalisable et ainsi semblable a
0 00
1 00
D=|0 2 0
0 0 2
-1 0 0
B-2I, [ 0 0 1| estderang 2 donc m(2) #dimE,, B n’est donc pas diagonalisable et ainsin’est
0 0
1 00
pas semblableaD=|0 2 0|. Finalement A et B ne sont pas semblables.
0 0 2
0 1 1 010
Question 3. A=|1 0 0| et B=|1 0 1|, on note u l’endomorphisme canoniquement associé a A.
210 1 20

On note alors (e,) la base canonique de [1°.

i=1,2,3

On considere alors la nouvelle base ¢, =e,, &, =¢, et &, =e,

”(51):€1+e3:‘92+53 010
u(e,)=e,+2e,=¢+2¢ > mat(u,(s))=|1 0 1|=B
“(‘93):@1:52 120

A et B représente le méme endomorphisme selon deux bases différentes, donc A et B sont semblables.

Question 4. Si A est de rang 1 alors son noyau est de dimension n—1. Prenons [ une base de ce noyau,

il existe alors un vecteur e # 0 telle que f'= U {e} soit une base de E.

Pour les vecteurs de f3, u(x) =0 et u (e) #0 car egkeru



Ainsi mat(u,,li"): 0 ou u(e):
K 0] |a,]| | a, |
Question 5 . Si le rang de u est 1 d’apreés la question 4, il existe une base de E dans laquelle la matrice de
0 0 -+ 0 gq
. L
u sera représentéepar U=|: . . . i |,orU’=alU=#0 car uou#0=>a, #0
0 0 -+ 0 a,

Le polynéme P(x)=x"—a,x= x(x—an) est annulateur de u et est scindé a racines simples, donc u est

diagonalisable.

Question 6. A=

, notons C ; la colonne j de cette matrice

B
(24
B

=™ {8 ™ R
R ¥
= {8 ™ R

a
C,=C, et C,=C, donc rg(A4)<2
SiC,=AC,=>a=ABet f=la= A" =1=a=LBoua=-p cequi est exclus
Finalement A est de rang 2 et dim(ker A) =2=0¢ Sp(A)

1 1

A |=2(arp)| |5 2(a s p)esp(a)
1 1
1 1

A _11 =2(a-p) _11 =2(a—pB)eSp(4)

Ainsi Sp(A4)={0,2(a+pB).2(a—pB)} et m(0)=2, m(2(a+p))=1et m(2(a-pB))=1

La matrice A est donc diagonalisable :

1 0 1 1 0 0 0 0
L 0 1 1 -1 0 0 0 0
A=PDP" ou P= et D=
-1 0 1 0 0 2(a+p) 0
0 -1 1 -1 0 0 0 2(a-p)
. , ) A a A b
Question 7. B =(e,,e,) la base canonique de [1*. mat(u, )= A= o AV mat(v,8)=B = 0 1

On considére e'\ =ae, et e',=e¢, et f'=(e',,e',)
u(e'))=au(e) = Aae = de', :>mat(u,ﬁ')=T=(/1 lj
u(e',)=u(e,)=ae + e, =e'\+Ae', 0 4
A est donc semblable a T



On considére e", =be, et ", =e, et f"=(e" ,e",)
v(e" ) =bv(e)=Abe =e", :mat(v,ﬂ")zTZ(/% lj
v(e",)=v(e,)=be + e, =e" + Ae", 0 2

B est donc semblable a T.
Finalement par transitivité de la relation de similitude, A et B sont semblables.

RB=AR
SB=AS
On considere @:C — C tel que @(z) = det(R + zS). ¢ est un polynome de degré inférieur a n, qui est

Question 8. B= P AP < PB= AP < (R+iS)B= A(R+iS) @{

non nul car ¢(i) = det(P) # 0, donc admet un nombre fini de racines.

1l existe donc x € R tel que p(xy) = det(R + x,S) # 0.

On pose Q = R + xS € GL,(R) et QB = AQ & B = Q~14Q.

Donc A et B sont semblables.

Question9 . y, (x)z)c3 +x donc Sp(A):{O,i,—i}. A est diagonalisable sur C car son polynéme

0 0 O
caractéristique est scindé a racines simples. Donc A est semblable dans M;(C) a D = <0 i 0 )
i

0 0 —i
0 0 O
B={0 0 1| g (x) =x"+x donc Sp(B) = {O,i,—i} . B est diagonalisable sur C et B est semblable
0 -1 0
0 0 O
dans M;(C)aD = (0 i 0 ) Donc A est B sont semblables sur C, a coefficients réels, d’apres la
0 0 —i

question8. A est B sont semblables dans M5(R).

Question 10. Le polynéme caractéristique est de degré 2
I°cas : y, admet deux racines complexes distinctes car son discriminant est non nul, alors A et B sont

diagonalisables et donc semblables a D = (0 J A et B sont donc semblables sur 1 oull , mais la

Y7,
questiond. permet d’avoir la similitude sur []

2%as : y, admet une racine double A= y,(x)= (x—/i)2

Si min, (x)=x—A alors A= B =21, elles sont donc egales donc semblables.

Si min, (x)z()c—/l)2 alors A et B ne sont plus diagonalisables mais trigonalisable, ainsi A sera

A A b
semblable a (0 jj et B sera elle semblable a (0 /J. D’apres la question7. A et B sont semblables.

Finalement, si A et B deux matrices de M,(R) ont le méme polynéme caractéristique et le méme
polynome minimal alors A et B sont semblables.



