Corrigé du DNS3

Exercice n°l : fo(x) = sh(x) et fri1(x) = fx—

, —2tf(t)dt,¥n =0

X

L f,(x)=[-2tsh(¢)dt = ~2xchx + [ 2ch () dr = ~2xchx + 2shx
0

0
Par un calcul similaire on obtient f,(x) = 12shx — 12xchx + 4x%shx
2 . On démontre ce résultat par récurrence, a partir du rang 2

On vérifie en effet que 2(3)f1 (x) +4x° f, (x) = 12shx —12xchx +4x’shx = f, (x)

On suppose que f, (x) = 2(2n - l)fn_1 (x) + 4)62f”_2 (x)
On considére alors g(x)= f,,,(x)-2(2n+1) f,(x)—4x*f,_, (x)
Cette fonction est dérivable sur R et on aura
g'(x) =f. '(x) - 2(2n + l)fn '(x) —4x*f '(x) -8xf,, (x)
=21, (x)+4(2n+1)xf,_, (x)+8x°f,_, (x)—8xf,_, (x)
= —2x[fn (x)-2(2n-1) 1, (x)-4x*f,_, (x)]
=0 par hypothese de récurrence

g est donc une fonction constante or g(O) =0 car toutes les fonctions f, sont nulles en (0
On a donc bien f,, (x)=2(2n+1) f,(x)+4x’f,_ (x)
Finalement ¥n>2,¥xeR: f,(x)=2(2n-1) £, (x)+4x* f, , (x)

3. On effectue a nouveau un raisonnement par récurrence afin [’établir [’existence de tels polynomes.
On a fy(x) = 1shx + Ochx et f;(x) = 2shx — 2xchx

On peut introduire les polynomes Qo(x) = 1,Py(x) = 0,Q,(x) = 2 et P,(x) = 2x

On suppose maintenant [’existence de polynémes Qn_,, Pp_,, Qn_1etP,_, tels que

fa—2(%) = Qn_z(x)sh(x) — P,_»(x)ch(x)
fa-1(%) = Qn-1(x)sh(x) — Pr_1 (x)ch(x)

Alors en utilisant [’égalité démontrée a la question 2 on obtient
fa () = [2n(2n — 1) Qn-1(x) + 422 Q-2 (x)]sh(x) — [2n(2n — 1)Py_1 (x) + 4x? Py (x)]ch(x)
On peut donc identifier et poser ainsi
B(x) = [2n(2n — 1)Py 1 (x) + 4x* Py (x)]etQy (x) = [2n(2n — 1)Qp—1 (%) + 4x*Qp—2(x)]

On vérifie bien sur que P, et Q,, sont bien des polynomes, ce qui assure donc [’existence des familles de
polynomes telles que Q,(x)sh(x) — B,(x)ch(x) = fn(x)

4. En effectuant a nouveau des raisonnements par récurrence que vous me pardonnerez de ne pas
totalement rédiger, on montre grdce aux formules établies a la question précédente que :

Les coefficients des polynomes P, et Q,, sont des entiers naturels.



La fonction x — B, (x) est impaire et que x — Q,(x) est paire

5 Comme x = Q,(x) est paire, Q,(x) = Zp 2o asz . Or il s’agit d’'une somme de termes monomes
d’exposant pairs multipliés par des coefficients entiers naturels, donc Vx € R, Q,(x) = ay, = Q,(0)

Ol

Montrons que Q,(0) = —par récurrence surn. Sin =0,Q,(0) =1 = 5
On suppose que Q,,_1(0) = ((2:__12))" alors en utilisant la relation obtenue en question 3.

on obtient Q,(0) = 2(2n —1)Q,_,(0) = 2@n-D@n-2)! _ 2@n-Dt, _ @)

(n—-1)! n! n!

Finalement Vn € IN,Vx € R: Q,(x) = —= (Zn)'

0
6. On procéde a nouveau par récurrence. Sin = 0, |fy(x)| = shx < %shx, Vx>0
2n
On suppose que Vx = 0, |f,,(x)| < xn—'shx, alors | fns1(0)| = on thn(t)dtl <2 foxtlfn(t)ldt

2n
En utilisant [ ‘hypothése de récurrence on aura |fp+1(x)| < 2 | ;‘ ttn—| shtdt

Or la fonction t » sht est croissante sur [0, x], donc sht < shx

2shx (x 2shx 1 shx
< 2n+1
donclfn"'l(x)l - n! J.0 t dt = n! 2n+2 (n+1)'

2n
Finalement ¥n € IN,Vx € R*: |f,(x)| < xn—!sh(x)

7. D apres la question 5. on aVx € RY,Q,(x) > 0

Or |thx iCO)
Qn(x)

Qn(x)ShX—Pn(x)Chx| _ | frn |
Qn(x)chx " Qu(x)chx

Donc en utilisant 'inégalité de la question 6.

Py (x) x2n 1 (2n)! 1 n!
s AS21 I < >
|thx o = thx S thx < let Q,(x) = — oo = @
2n
Finalement ¥Vn € IN,Vx € R*: |th(x) i 160 <X
Qn(x) (zn)!

8. la fonction x = th(x) — ; est impaire on peut donc 1’étudier sur R*

Pp(x
Qn(x

; — + _ s \ . . Pn_(x) dazn
Soit I = [a,b] NR™ = [c,d], d’aprés la question?. , pour tout x € I, NS < )
2n
Donc ”th—P—n < M)
Qnll 4 (2n)!
Ce qui montre que la suite (2 ) converge vers th sur [a,b] au sens de || ||,
n
Exercice n°2 :
a®+b?

I y(x) = f|x—t|dt_f (x—t)dt+f (t—x)dt =x?> —(a+b)x +

. A . . e b
y(x) est un trinome du second degré convexe, donc y admet sa borne inférieure en x = % et sa borne
(b-a)* a) (b— a)
)= ety (@) = y(b) = =2

a+b

Superleure en aouen b or )/( 2



(b—a)?

Finalement ||y|| = >

2. Vx € [a,b],P;(x) = ﬁf:(x —t)dt =x —%(b +a)

x* a+b a’ +4ab+b*
- x+

De méme on trouve P, (x) = 5 =

3. la fonction f'est continue sur [a, b], elle admet donc des primitives
Je pose Vx € [a,b],F:x — f;f(t)dt
1 b 1 b
Alors L(f)(x) = ~— [, (F(x) — F(t))dt = F(x) — — [, F(©dt
On reconnait la valeur moyenne de F sur [a,b], u = ﬁ f; F(t)dt qui est une constante
L(f)(x) = F(x) — u = L(f)est Ctsur[a,bl,et L(f)' =F = f
L(f) est bien une primitive de f
Etdeplus [ L(f)(x)dx = [ F(x)dx — [, udx = [ F(x)dx — (b — a)u = 0
4. Par linéarité de ['intégrale L(Af + g)(x) = AL(f)(x) + L(g)(x), L est linéaire
De plus Vf € E,L(f)est C* donc C° = L(f) € E. L est donc bien un endomorphisme de E
1 by rx
On a alors : ¥x € [a,b], |L(f)(x)] < Efa |ft f(t)dt|dx
Orsix >t alors |ftxf(t)dt| < ftxlf(t)ldt < @x-=0lfll
Par contre si x < t alors |ftxf(t)dt| < fxtlf(t)|dt < (t=0)|fIl
. b
Finalement | [ f(£)dt| < |x — tllIfIl = Vx € [a,b], IL(A )] < = [1x — tllIflldx = ==y @)IIf

Done Vx € [a,b], IL(AHG < Iy llIFll = Z2NFIl = ILEOI < =2 f

Cette derniére inégalité prouve la continuité de L sur (E, || ||)

. b— b—
Sillfll = talors IL(HII < === NlILII < ==

Prenons la fonction P, = ||PO|| =le L(R)=F= ”L(PO)” = b;a < |||L|||

b—a
2

Finalement |||L||| =
Exercice n°3 :
1. Si x<y, inf(x,y)=x et %(x+y—|x—y|)=%(x+y—y+x)=x

Etsi x>y, inf(x,y)zy et %(x+y—|x—y|)=%(x+y—x+y)=y

Donc  inf(x,y) :%(x+y—|x—y|)



|inf(x,y)—inf(z,y |=l|x+y—|x—y|—y—z+|z—y||=%|x—z—|x—y|+|z—y||

|1nf (x,y)- 1nf(zy| —|x Z|+—||x y|-|z- y||
or ||a| |b||<|a b| donc |1nf xy) 1nf(zy| —|x Z|+—|x y+y— Z| |x Z|

3. Soit (x,y)e[0,1]
[u(HE) = uH O = |, (inf (£, 9()) = inf (£, gO)))f (O]
< [ linf(e:60) - inf g0 Ol
<19(x) = gL IIf s

Or g est continue sur [0,1], Ve>0,3u tel que si |x—y| < u alors |g(x)—g(J’)| <ﬁ
1

(je suppose dans cette démonstration que fn’est pas la fonction nulle , si ¢’est la cas la continuité de u ( f )

est clairement établie )
Ainsi |u (f)(y) —u(f)(x)| <& , ce qui assure bien la continuité de u(f) sur [0,1]

g(x)

4. Soit xe[0.1], u(f)(x)= [ of (t)de+g(x jf

0

Les fonctions t — tf(t) et t—> f( ) sont continues sur [0,1] et la fonction g est de classe C', donc u(f)

est bien C' sur [0,1]. Et pour toutx,ona :
. g(x g(x)
(u(f) (x)=2(x)f(2(x)) (x) [ £(1)di=g(x).1 (g(x))g'(x)=~g'(x) | (1)t
1 1
5. Par linéarité de l'intégrale, on peut observer que Vx € [0,1], u(Af + g)(x) = Au(f)(x) + u(g)(x)
u est bien une application linéaire, et on peut caractériser ainsi son injection a l'aide de son noyau

fekeru@‘v’xe[o,l],u(f)(x)zO, comme u(f) est derivable, on a donc : u(f)'(x)zO soit

g(x) 2(x)
g'(x) J f(t)dz‘ =0, or g'(x) # 0 car g est strictement croissante, on obtient Vx [0,1] , I f(z‘)dt =0
1 1
On peut a nouveau dériver cette expression eton a : f(g(x)).g'(x) =0,Vxe [0,1] (*)
Comme g réalise une bijection de [O, 1] dans lui-méme, pour tout y dans [0, 1], il existe un unique x de [0, 1]
tel que y = g(x)
Ainsi Yy e[0,1], f(y)=f(g(x))=0 (d’apres (*) )

Finalement le noyau de u est réduit a la fonction nulle, ce qui assure ['injectivité de u



6. D’apres la question 5. , si fest un élément de E alors u ( f ) est dérivable, or tout élément de E n’est pas

forcément dérivable sur [0,1] ( par exemple x — Jx ) donc u n’est pas surjective

of (t)de=|u(f)|, < jtf(t)dt

[SY S

7. V(x,t) € [0,1]2 , inf(t,g(x)) <t. Donc |u (f)(x)| <

u(f)||®=jy’(t)dl

0

Or |u( j dl<||u w. Finalement f € E* ,
0

8. Soit x[0,1]. |u(h)(x) < jmftg ))|7a(e) dt =[] () <u(

0

or |h|eE+

donc |u (h)(x)| < j.t|h(t)|dt < ||h||oc Jl.tdt = %”h”w , soit au final ||u (h)"oc < %”h”w
0

0

9. Cette inégalite prouve que l’application linéaire u est continue sur E



