DNS n°3 : 3 iéme période pour le lundi 25/11/24

Exercice n°l :

On définit une suite (f,,) telle que f, soit une fonction continue de R dans R, et pour tout réel x :

fo0) = sh(x) et fusa () = [; —2tf(8)dt, ¥ > 0

1.
2.
3.

® N &

Expliciter f; et f,
Montrer que ¥n = 2,¥x € R: f;,(x) = 2(2n — 1) f_1(x) + 4x%f_(x)
Montrer [’existence de deux suites de polynomes (P,)et(Qy,) telles que :

vn € N,Vx € R: Q,,(x)sh(x) — B,(x)ch(x) = f,(x)

Montrer que les coefficients des polynémes P, et Q, sont des entiers naturels et préciser la parité
des fonctions x » B,(x) et x - Q,(x)

Montrer que Yn € N,Vx € R: Q,(x) = Q,(0) et queQ,(0) = ?
2n
Montrer que ¥n € N,Vx € R*: |f,,(x)] < xn—!sh(x)
Montrer que Vn € N,Vx € R*: |th(x) _ ) A
1 ’ ' oGl = Cam!
Etablir la convergence de la suite (2—”) sur [a, b] au sens de la norme infinie : ||f ||, = sup |f(x)|
n

x€la,b]

Exercice n°2 :

Soit E = C°([a, b], R) muni de la norme ||f|| = sup |f(x)|
xela,b]

1

Vf € E, on note L(f) la fonction définie sur [a,b] par L(f)(x) = jaﬁf(u)du}dt

b—a

L est I'application linéaire qui a f associe L(f)

On définit par récurrence la composée L' = LoL""

On définit la suite de polynomes (P,) telle que F,(t)=1 et P,=L"(F))

b
Soit y: x> j|x—t|dt pour x € [a,b], déterminer ||7/||
Calculer B, (x) pour tout x € [a,b], puis P, (x)
b
Montrer que L(f) est la primitive de f qui vérifie IL (f)(t)dt =0

Montrer que L est continue et calculer sa norme

Exercice n°3 :

Soit E [’ensemble des fonctions continues sur [0,1] a valeurs dans R, muni de la norme || ||w

Soit g une fonction de classe C' sur [0,1] a valeurs dans [0,1] Strictement croissante sur [0,1] qui vérifie

g(0)=

0,g(1)=1,vxel0,1], g(x)=x



1. Montrer que pour deux réels x ety ona inf(x,y)= %(x +y—|x- y|)

2. Montrer que |inf(x,y) —inf(z,y)| <|x—|

Pour tout f e E , on définit u(f) par u(f)(x)zj.inf(t,g(x))f(t)dt

Montrer que u ( f ) est une fonction continue sur [0,1]

Montrer que u ( f ) est de classe C' sur [0,1] et établir sa dérivée

Montrer que u est linéaire et injective
L’application u est elle surjective ?
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On note E* les fonctions de E a valeurs dans R*

w1, = [ (o)

0

8. En déduire que si h € E, |lu(h)||,, < %llhllOO

7. Monter quesi f € E* ,

9. Que peut-on en déduire pour I’ application u sur (E ,

)7



