
1. On considère la fonction g définie sur ℝ par 𝑔(𝑡) =
௦௜௡ ௧

௧
𝑠𝑖  𝑡 ≠ 0 𝑒𝑡 𝑔(0) = 1. Montrer que g est 

de classe 𝐶ଵ𝑠𝑢𝑟 ℝ 

2. Prouver la convergence de l’intégrale ∫
௦௜௡ ௧

௧
𝑑𝑡

ା∞

଴
. On admettra que ∫

௦௜௡ ௧

௧
𝑑𝑡

ା∞

଴
=

గ

ଶ
 

3. Déterminer pour 𝑗 ∈ ℕ*, la valeur de ∫
௦௜௡(௝௧)

௧
𝑑𝑡

ା∞

଴
 

4. Donner un développement limité à l’ordre 4 de 𝑡 ↦ 𝑙𝑛൫𝑔(𝑡)൯ 

5. On admet que ∫ 𝑒ି
ೠమ

మ 𝑑𝑢
ା∞

଴
= ට

గ

ଶ
. Donner un équivalent de ∫ 𝑒ି

೙೟మ

ల 𝑑𝑡
೗೙ ೙

√೙

଴
. 

6. Soit n un entier supérieur à 2, justifier la convergence de ∫ ቀ
௦௜௡ ௧

௧
ቁ

௡

𝑑𝑡
ା∞

଴
 

7. Quelle est la valeur de ∫
௦௜௡మ ௧

௧మ 𝑑𝑡
ା∞

଴
 

8. Pour tout entier n non nul et tout réel  0, sinn
nt h t t   

a. Pour 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧, justifier l’existence d’un réel K tel que ∀𝑡 > 0, หℎ௡
(௞)(𝑡)ห ≤ 𝐾 

b. Donner le développement limité à l’ordre n en 0 de ℎ௡ 

c. Montrer que 𝑙𝑖𝑚
௧→଴

ℎ೙
(ೖ)(௧)

௧೙షೖ =
௡!

(௡ି௞)!
 

d. Pour 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛 − 2⟧, montrer que 𝑡 ↦
ℎ೙

(ೖ)(௧)

௧೙షೖ  est intégrable sur ]0, +∞[. 

e. Etablir la convergence de ∫
ℎ೙

(೙షభ)(௧)

௧
𝑑𝑡

ା∞

଴
 

f. Montrer que ∫ ቀ
௦௜௡ ௧

௧
ቁ

௡

𝑑𝑡
ା∞

଴
=

ଵ

(௡ିଵ)!
∫

ℎ೙
(೙షభ)(௧)

௧
𝑑𝑡

ା∞

଴
 

9. Montrer que ℎଶ௡(𝑡) = (𝑠𝑖𝑛 𝑡)ଶ௡ =
ଵ

ସ೙
∑ (−1)௡ା௞ ቀ

2𝑛
𝑘

ቁ 𝑒௜(ଶ௡ିଶ௞)௧ଶ௡
௞ୀ଴  

10. Montrer que ℎଶ௡
(ଶ௡ିଵ)

(𝑡) = ∑ (−1)௡ା௝ ൬
2𝑛

𝑛 + 𝑗
൰ 𝑗ଶ௡ିଵ 𝑠𝑖𝑛(2𝑗𝑡)௡

௝ୀଵ  

11. En déduire que ∫ ቀ
௦௜௡ ௧

௧
ቁ

ଶ௡

𝑑𝑡
ା∞

଴
=

గ

ଶ

ଵ

(ଶ௡ିଵ)!
∑ (−1)௡ା௝ ൬

2𝑛
𝑛 + 𝑗

൰ 𝑗ଶ௡ିଵ௡
௝ୀଵ  

12. Montrer que lorsque n tend vers l’infini ∫ ቀ
௦௜௡ ௧

௧
ቁ

௡

𝑑𝑡
ା∞

ഏ

మ

= 𝑜 ቀ
ଵ

√௡
ቁ 

13. Etudier les variations de g sur ቂ0,
గ

ଶ
ቃ 

14. En utilisant un équivalent de 𝑙𝑛 ቀ
௦௜௡ ఌ೙

ఌ೙
ቁ où 𝜀௡ =

௟௡ ௡

√௡
, montrer que ∫ ቀ

௦௜௡ ௧

௧
ቁ

௡

𝑑𝑡
ഏ

మ
ఌ೙

= 𝑜 ቀ
ଵ

√௡
ቁ 

15. Justifier l’existence de a> 0 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑢 ∈ [0, 𝑎], |𝑒ି௨ − 1| ≤ 2𝑢 

16. Justifier l’existence de b> 0 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑡 ∈ ]0, 𝑏], −𝑡ଷ ≤ 𝑙𝑛 ቀ
௦௜௡ ௧

௧
ቁ +

௧మ

଺
≤ 0 

17. Montrer que pour n assez grand ቤ∫ ቀ
௦௜௡ ௧

௧
ቁ

௡

𝑑𝑡
೗೙ ೙

√೙

଴
− ∫ 𝑒ି௡

೟మ

ల 𝑑𝑡
೗೙ ೙

√೙

଴
ቤ ≤ ∫ ൫1 − 𝑒ି௡௧య

൯𝑑𝑡
೗೙ ೙

√೙

଴
 

18. Montrer que pour n assez grand ቤ∫ ቀ
௦௜௡ ௧

௧
ቁ

௡

𝑑𝑡
೗೙ ೙

√೙

଴
− ∫ 𝑒ି௡

೟మ

ల 𝑑𝑡
೗೙ ೙

√೙

଴
ቤ ≤

௟௡ర ௡

ଶ௡
 

19. En déduire que ∫ ቀ
௦௜௡ ௧

௧
ቁ

௡

𝑑𝑡
ା∞

଴
∼ ට

ଷగ

ଶ௡
 

 
 
( d’après CEAS 2020 ) 
 


