A 1) Calculs algébrigues

Partie A : Théorie des ensembles

Exo 1 :Traduire les phrases suivantes :

Pour tout couple de réels, il existe un multipld’de supérieur a I'autre
Entre deux réels distincts il existe toujours utiganel

Ecrire leur négation

: H 1+ Xn yn
Exo 2 :Soient deux suites, =0, y, =2, X,, = — y Yoer = y

n+1
T +1 T
Montrer quex, = co{znﬂj et y, =2 S"E_Znﬂj

Exo 3 :Montrerque( A BO( A Cef( A BI( B - B C
Si ADB= An C, comparer ABetC

Exo 4 : f une application de E dans F et g de F dans G
a. si f et g sont injectives alors gof est injestiv

b. si f et g sont surjectives alors gof est suryect

c. si gof est surjective alors g est surjective

d. si gof est injective alors f est injective

e. si gof est injective et f surjective alors giegctive

f. si gof est surjective et g injective alors fastjective

Exo 5: Soit f une application de E dans F
Montrer que f est surjective si et seulemerifgil F , f ( £ ({ y})) ={y

Exo 6: Montrer que 7 divise8*+2™2 pour tout entier naturel n

Exo 7: L’application deZ dansZ définie par f(n)=n+2 si n est pair et f(n)=n+4 si est
impair, est-elle injective ? surjective ? bijective

Exo 8 :Soit A et B deux ensembles , on dit que A et B isomorphes s'il existe une
application f bijective de A vers B, on noteraraldA= B. Monter que= est une relation
d'équivalence

zcos@ + sind

-zsing + co¥
Montrer que R est Réflexive , symétrique et trawgsit quels sont les complexes en relation
avec 0

Exo 9: Soit la relationd(z, z)O C , zRz- OOR, =

Exo 10 :Résoudrex =+ x+1

Exo11 :Soit la fonction N — N telle quesi n=0[3] alors f( )= 22 ,

sin=1[3 alors f(rj=4nT_1+]et sin=2[3 alors f(r‘):4%2+3

Montrer que f est bijective



Ex012: Trouver les valeurs de n pour q6&+ 4" + 2= 0[ 7

Ex013: On note la relation suiR , D(x, y)DR2 , XRy= xé&= yk. Montrer que R est une
relation d’équivalence

Exo14 :Soit f une application de E dans E telle giefof = f. Montrer que f est injective si
et seulement si f est surjective

Exo15 :Soit I'application f : R? —{(0,0)} - R? —{(OQ} telle que f (x, y) =(x, y) avec

2X 2y
'=——— et =
X y NIy

X2 + y2
Partie B : Calculs algebriques :

, montrer que f est bijective

Exol : Calculer)_ p* puis ) p°
p=1 p=1

1

Exo2 : Calculer 5
p+q=n( p+ Q)

Exo3 : Déterminer trois réels a, b et c tels que L =2y b +C
n(n+1)(n+2) n 1 n+2
En déduire y
Zo(p+)(p+2

Exo4 : Calculer v 1

2 p(p+1)

2n
Ex05 : SoitS, = Y (-1)" In(1+lpj , calculerexp(S,) a l'aide de factoriels

p=1

n-

1
Ex06 : Montrer que pour tout entier non @’ -b"=(a- b)) d B+~
k=0

Puis montrer que 13 divisg’®* + 3%°%

. 2n 2n
Exo7 : Montrer que pour tout entier&0, 2] , ‘ < o

Ex08 : CaIcuIerZ(—l)k k* (on distinguera le cas ol n est pair et ou tirepair )
k=0
Exo9 : Soit la suitdF, ) telle que 5=0, F=1 et f,= E,+ E

n

Calculer Zn: F. et Zn: F?

k=1 k=1

Ex010 : Soit f une fonction c[@]] - R, pour tout entier n on note



n (N ok e : :
Bn(x)=2(kj f(Ej%‘(l— X", déterminer B, (x) respectivement pour les 3 fonctions
k=0 n
suivantes :f :xi—»1, f:x—> x, f:x—> X

Partie C : Nombres complexes :

Exol : Déterminer un complexe dont le carré vatit@
Déterminer un complexe dont le carré vaut12
Déterminer un complexe dont le carré vaut 7 + 24i

Exo2 : Calculer S, =) sin( kx en fonction de x et de n
k=1

Exo3 : Déterminer le périmétre d’'un pentagone tiggunscriptible dans le cercle trigo

Exo4 : Soit I'équation suivante sur le corps desiptexes :x*" + x" +1=0 oU n est un entier
naturel supérieur a 3
Montrer que cette équation admet 2n solutions désnctes

Exo5 : Déterminer trois réels a,b,c tels que pawttx on ait :
(sinx)” = asinGx)+ bsin@x)+ csin(x)

Ex06 : A(1); B( 2); C(}j; D(1-z), déterminer z pour les 4 points soient cocycliques
z

Exo7 : Résoudre® =4- 4

Exo8 : Soitj =€ 3, calculerl+j+j2

Ex09 : Calculer pour tout réel xC, = Zn:(ﬂ)cos( kx)

k=0

B1 : Suites et fonctions

Partie A : Calcul en analyse

Exol : Etudier la fonction définie paif (x) = In(1+ e‘x)
Montrer que la courbe de f admet la droiye= —x comme asymptote

x(ch(x)-1)

Exo2 : Etudier la fonction définie paf(x) =
sh(x)

Ex03: SoitS=) sh(k) et T=) ch(ky exprimer SetT

k=0 k=0

CalculerU = ksh(kx)

k=1

Exo4 : Etudier la fonction définie paf (x) -t 1 , on admet que la limite en 0 est nulle.
X

th(x)
Exo5 : Résoudreh(x) = 2, si{x)=~:



EXxo06 : Montrer quearctarE%) + arcta{néj + arctéé) =

I

Exo7 : Résoudrarctank }+ arctarfx ?%

Exo8 : On considére la fonction f définie pdr(x) :arcsir(2x\/1— x2) déterminer son

ensemble de définition, puis en posant x =asjrdéterminer une autre écriture de f(x).

Ex09 : Soit la fonction définie par(f) x arctan( gh))x arcsin( th)x
Précisez I'ensemble de définition D de f et étudette fonction sur D

Ex010 : Montrer que poux=0 , arcco{ﬂj = 2arcta(n/7<)
1+x

Exoll : Etudier la fonction définie pair(x) =arccog co 2)) sur[ 07
De méme pour la fonctiog ( x) = arcsin sin X)

Ex012 : Déterminer I'ensemble de définition et dedition de la fonction f définie par

f (x) =arccos( 48 - 3()

On calculera ensuitef '(x) et on retrouvera une expression fi¢x) en fonction dearccos
1

Exo0l13: Calculerj‘i
- ch(x

ch(x)

3/2
Exo14 : Calculer J'L
2 - X

\ 2X
| ot _ e
Ex015: Montrerquq——ln(1+ 2)
, cost

4

Exo016 : Calculer :J'
0

1+ tanx

—
>
—

Exol17 : Calculer:

—_
=
+
—
N
~—
N

e b X | —

Exo18 : Calculer:

|
[y

1
-1 -1
Exo019 : Calculer :I :J X3 dx et J= X3 dx
o X -1 5 X +1
V3 2X
Exo020 : Calculer | =jarcsir( 2jdx
5 1+x

Iy

2
Exo21 : Calculer In en fonction de nn = J.sinn (x)dx
0



Exo022 : Calculer j

1/2

puis j

+X+X2 1/2

Ex023: Calculerj " x2
4x

Ex024 : Calculerjln(1+ x2) dx
0

Ex025 : Résoudre2y'(x)+3y( X = xé&

Ex026 : Résoudredy'(x)-3y( X = (x+1)é
Ex027 : Résoudre3y'(x)- y( X = 3cosx
Ex028 : Résoudre5y'(x) - 4y( ) = 2cosx- sin»

Ex029 : Résoudre xy'(X)— y( ¥ = Xcos > sur]0,+oo|
Ex030 : Résoudre 2y'(x) - 3y( X) = cos 2

Ex031 : Résoudre x*y'(X)— y( ¥ = X~ »sur |0, +oo]
Ex032 : Résoudre xy'( ) +2 y( X = cos x sur |0, +e]

Ex033 : Résoudre y'(X)sinx— y( ¥ cosx= sinx- xcosx sur| 0f
Ex034 : Résoudrey'(x)cos x— y( X = &™ sur}g %{

Ex035 : Résoudre le problenfe+1) y'(X)— xy ¥+1=0, ¥ = 0 , xJ]|- L]

Ex036 : Résoudrg"(x)-3y'( ¥+ 2y ¥ = &(1- 2 Yon cherchera une solution particuliére
du typey, (x) = (a>§+ b>)

Ex037: Résoudrg"(x)-3y'(X)+2y X =2¢&

Ex038 : Résoudrg"(x)—2y'( X+ y ¥ =3¢

Ex039 : Résoudrg"(x)-5y'( X+ 6y ¥ = X+1

Ex040 : Résoudrg"(x)-4y'( X+ 4y ¥ = sin »

Exo41: Résoudrg"(X)+2y'(X+5y = x

Ex042 : Résoudrg"(x)+2y'(X)+3y ¥=2sH 3

Ex043 : Résoudrg"(x)+2y'(X) -3y ¥ =2sH 3

Exo044 : Résoudrg"(x) - y'( X+ y X = éco{% %

)+
Exo045 : Résoudrg/"(x) - y'( X+ Y ¥ =2 &*
Ex046 : Résoudrg"(x) +2y'( X+ Y ¥ = 2ch( ¥
Ex047 : Résoudre dari : y"(x)+ y( X =2ch( %
Ex048 : Résoudre darig : y"(x)+ y(-X =cosx



Exo049 : Résoudre dari : y'(x)= y(1- X
2X

V1-x*

Ex050 : Résoudre dar®,] : xy'(x)+ y( ¥ =

Partie B : Suites numériques

Exol : Soit la suite p=0, w1, W=7 w+8 u
ondéfinit: v =(-1)"y , W= Y- Y.
Montrer que (W) est géométrique , en déduire I'expression gderufonction de n

n n

: a : : :
Exo2 : Soitu, = discuter suivant les valeurs de a et b la natleeette suite

a"+b" '

. u,+....+u . :
Exo3 : SoitS, = +=—"—"; montrer que si (W) converge vers | alors {3 converge aussi

vers la méme limite

Exo4 : Soit la suite (f) réelle croissante telle qug, 22 et y, = Z—
k=0 Ao ¥y -+ Gk

Montrer que la suite @) est convergente

Exo5 : Soit§, = Z% montrer ques,, - S Z%en déduire que cette suite diverge
k=1

Montrer que pour tout k entier non nulk,lT1 <In(k+1) - In(k) < %
En déduire que la suite définie par,&  SIn( ) est convergente

4u, -2

Exo6 :u,=a,u,, =
0 U1 u, +1

u -1 g P .
On pose w, =—" > montrer que (wn) est geométrique, en déduireatane de la suite (un)
u

Exo7 : Etudier la suitay, :7—27 , U, =sin(u,)

Exo8: (ab)O(R*), y=a,4=t , u,=Juy, , v, =—o o

Etudier ces deux suites

Ex09 : Etudier les suites définies par
Upip =20+ U, € 4=0, y=1
Uy, =4U,, —4U, et =1, y=1
Upip =20, —20, €t =1, y=1
Ex010 : Etudier la suite définie pay, =2 et y,,, :%( u, +£j
u

n



Exo 11 : Etudier la convergence des suites réellesntes :

_ __ b
a0¢0 ) h)?'-' O,qﬁl—ﬁ et pﬂ_—m
Exo12 : On considére la suifel,) telle que( u.),( u..).( 4,) convergent
Montrer que la suitdu,) converge

2 _ :
Ex013 : Soitx, 0]0,9 , x,,, = 1+X” , étudier la nature de cette suite

Ex014 : On considére la suite définie par, = 2u, - 2u*
Etudier la nature de cette suite

(on distinguera les cas, D[O,ﬂ ,Uy0]~e0,q et L{)DE ,+oo[

Ex015 : Montrer par récurrence que pour tout enti@turel n et pour tout réel positif x

In(1+x):i(

pe 1+t

L
n+1

e 0, (1)
En déduire la limite dei, = Z

n n

Ex016 : On considere les suitas= Z ety = e
k= 0 k=0 kl ri

Montrer que ces deux suites sont adjacentes

Montrer que leur limite commune est irrationnelle

Partie C : Fonctions de la variable réelle :

Exol: Soit f:0,4] - [0] continue sur [0,1] , montrer qu'il existe ¢ appamant a [0,1] tel
que f(c)=c

(1
sm( j il
Exo2 : Determlnemm—x Clim VL+ X2 =X, |in‘(l) xsin(lj , Iimz—x1 et
X X

Xt -1 |nx
e +1
1
lim xsin
X — +oo X

Exo3 : Soit une fonction continue en 0 telle qedR , f(2x)= f(X). Montrer que f est
une fonction constante

Exo4 : Trouver les fonction$ : R* R telles queDxOR™, xf(x) +2 f(_—lj =3
X



Exo5 : Soit f une fonction continue et T-périodique admet L comme limite a l'infini,
montrer que f est une fonction constante

Ex06 : Soit f définie paf (x) = € sin(X)

Montrer que f ™ (x) = a"e*® sin( x+ 1) , a etd seront & déterminer

Exo7 : Soit f :[0,]] - [0 continue sur [0,1] , f(0) = 0, f(1) = 1 éEx O]0J, f (x)# Xx. On
suppose de plus que f est strictement croissamtératable en 0.
Montrer que siCla 0]0Jtq f (a)< aalors0< f'(0)< 1

Exo8 : Soit g une fonction de classesar [a,b]
b
Montrer que :_[ g(t)sin( At)dt0 [J0], - 0

n
Exo9 : Pour tout entier n non nul on note le polyrdP, telle que :P, (x) = u (x=i)

Montrer que pour tout n P', admet exactement n racines que nous noteagngour k
allantde 1 an

Ex010 : Soit une fonction de clas§é sur[a H telle que { = { p=0

Montrer queCcO]a i , OdO] a B tel que { )F&Z(C_b) f( o

Exo11 : Soit une fonction de clas§é sur[a H telle que { p= f pet f(b)= f'(b)
Montrer queltO]a i tel que f{ ¢= f( ¢
Ex012 : Soit 2 fonctions f et g de clasSesur[ a H telle quéd X[ alo, f§ )0

f'(c) _ f(b)-f(a)

Montrer que[tO]a H tel que =

g'(c) o(b-9 3

A2 : Algébre générale

Partie A : Arithmétique

Exol : Montrer que si n est impair alors 8 diviseln
Montrer que si n n'est pas divisible par 3 alordigise rf-1

Ex02 : Montrer que si%b? est divisible par 7 alors a et b sont divisibles

Exo3 : Résoudre dans {Mes systémes suivants

a<b a<b
a°) {pgcd(@,b)= 12 b°) { pgcd(a,b)= 121 c°) a® =b*+15
a+b=144 ab=439230

Exo4 : Résoudre dans I'ensemble des entiers rel&fOx-84y = 12



Ex05 : Montrer que si a et ¢ sont premiers entre euque b et ¢ soient aussi premiers entre
eux , alors ab et ¢ sont premiers entre eux

Exo06 : Soit p un nombre premier et g un entier tel qued®<p , montrer que p divis(ezj

Exo7 : Soient a et b deux entiers premiers entoe ,ea est impair et b est pair, soit d le
PGCD de (a+b) et (a-b) , montrer que d divise a déduire que (a+b) et (a-b) sont premiers
entre eux

Exo8 : 14!+ 1 est il multiple de 15
20! + 1 est il multiple de 21 ?

Ex09 : On suppos@™ -1 premier , calculer la somme des diviseursage?2" (2”+1 —1)

Ex010 : montrer qué™ - 4*™? est un multiple de 11

Exo11 : Soit p un nombre premier qui divisé, montrer que p divise m

Partie B : Structures algébriques

Exol:E=Q-{1;a*b= a+ b- ak; montrer que (E,*) est un groupe

Exo2:E = ]—L][ ;) X* yzlx+j; montrer que (E,*) est un groupe
Xy

Exo3: (G1,*) et (G2,*) sont 2 groupes
Montrer que( @0 @*) est un groupe- G10 G2 ou G20 Gl

Exo4 : (G,*) un groupe non abélien
Montrer quel = {a 0G,OxO0Ga* x= x a} est un sous groupe de G

Exo6 : Etude deZ[«/g] et de ses éléments inversibles

Exo7 : La somme de 2 éléments nilpotents est eifpot

Exo8 : Soit( A +) et( B+) deux sous groupe dé&, +)

On définit A+ B={x+y, xJ Aet Y B

Montrer que( A+ B,+) est un groupe

On montrera ensuite qu’il s’agit du plus petit sarsupe de G contenariall B

Partie C : Polynbmes :

Exol : Soit Tn une fonction telle gligicost )= cosft ) JtO[ 0,2]



Montrer que F, est un polyndme dont on préciser le degré
Montrer que T( ¥=1, T Xx= x X »}=2 XL( »*x ,T()x

Exo2 : Déterminer le reste de la division euclidie de P(x) par (x-a)(x-b)
Déterminer le reste de la division euclidienne de) par (x— a)2

Exo3 : Dans IR[X], justifier I'existence puis dé&tener le polynéme P de degré minimal qui
soit divisible par X+1 et tel que P(X)-1 soit divisible par¥L

Exo4 : Déterminer un polynéme P de degré 4 tel gie-2)” divise P(X)+112 et (X +2)’
divise P( X) -144

Ex05 : Soit I'équation (E) :%+ px +q =0 ou p et q sont deux réels quelconques.
Déterminer une condition sur p et g pour que (E)uaie racine double.

Exo06 : Décomposer en éléments premiers dans IR[¥plyndomex® + x* +1

Exo7 : Soit P un polyndme a coefficients dahs de coefficient dominant 1 admettant a
comme racine dan® . Montrer que alZ

Exo8 : Soitf (x)=vx -1, pour x>1

Etablir que d f(x)=f"(x) :Lx)l ol P est une fonction polynomiale
an ( 2 n-—
X —1) 2
Exprimer (x2 —1) f '(x) en fonction de x et f ( x)
Etablir & l'aide de la formule de Leibniz quB_,,(X)+ A(X R(3+ B( X P,( Xx=0 ou
A, et B, sont des polynémes a préciser
Démontrer queP' (X) =—-n(n—-2) P, (¥ pour =1

Ex09 : Déterminer le pgcd des deux polynédmes stgvan

a(x)=3xX-xX-xX-3X+ x1 et k= %+ 2% 4% 5x¢

. 14 . . 1
Exo10 : Décomposer en €léments simples dans IR[ihction f (x) = —;
X f—
Exol1l : Soit la fonction définie pair (x) =%
1+ x°+ X

1
Décomposer f en éléments simples . Calcj]lé(t)dt
0

.

N - i

Déterminer la limite de Sn ave;, = > ————
o 1+ +

Ex012 : Determiner la limite de Sn avgg = z;
=i+ +2)



Ex013 : Décomposer en éléments simples @n$] , f(X)=—; xsina ougOR*
X“=2xcosa + 1

Exo14 : CalculerJ' dx >
(x+1)(x2 +1)
1
Exol15 : Calculer
J; (x2 + x+1)
i
Exo016 : CaIcuIerJ'
1+ tanx
Exol7 : Calculerj‘—dt
cost
3 i
Exo18 : Calculeertdt
+ 1+ cost
3 dt
Exo 19 : Montrer quq’— In(1+ \/5)
» Cost

B2 : Complément d'analyse

Partie A : Analyse asymptotique

Exol: Soitx,0]0,1 , .., :% . Montrer quex, 0[0,1]
Soit z, =,/1- x? , montrer quez,,, = O( 42)

Exo2 : Soit la fonction f définie sur 1Rpar f (x) =./x . Montrer que f est uniformément
continue sur IR,

Exo3 : Montrer qudn (n+1) et In n sont équivalents lorsque n tend vers l'infini
[N

Exo4 : Déterminettim (1+Ej
n

Exo5 : Déterminer :Limm)

X-0 \/;

( on pourra chercher un DX0) de arccos{—-u® ))

Exo06 : Déterminer un développement limité a I'ordren O de tan(x)
En déduire un développement limité a I'ordre 7 ete@an(sin ))— sin(tan ))

1
Exo7 : Effectuer un développement limité a I'ordren O dg(1+ sin(x))x



Exo8 : Donner un DL & 'ordre 4 en O dmn(ge”}
. 1 1 , _
Ex09: Soitf (x) = TV déterminer la limite en O
X X

Exo010 : La fonction suivante est-elle prolongegide continuité en O f (x) =

X | =

sin X
Son prolongement est-il de classe 1 ?

Exol1 : Déterminer un DL & 'ordre 7 en O dg(x) =sin(shx - stfsin X

Partie B : Intégration

1
Exol : Soit f :[0,1] -~ R continue suf0,]] et telle quej i (t)dt=%
0

Montrer que f admet un point fixe
Exo2 : Soit g une fonction continue et positiver [saub] , et f une fonction continue sur

b
[a,b], montrer qu’ il existe ¢ appartenanta, b] tel queJ‘ f(t)g(t)dt= f(c)J‘ g( 1) dt

a

3n 3n
Exo3 : Déterminerlim Zl . en déduire lim Zsin(ij
n-*e i k n-tel=n k
2n-1

Exo4 : déterminerim »_
Nt =0 2k +1

Sl

2n)!
Exo5 : Déterminer Iim{('—)nj
n-e| nln

n k2
Exo6 : Soitu, = ZT déterminer la limite de cette suite
i (2k)" +n

4n 1
Exo7 : Déterminerlim >’ =
Nt on

n-oo

1
Exo8 : Montrer qudim Ix“ln (1+ x2) dx=0
0

Ex09 : Déterminer les fonctions f continue $arb] telles que

b b b

j f? (t)dt,j f2(t)dt, j f*(t) dt soient trois termes consécutifs d’'une suite arétique
a a

a

XZ

Ex010 : Déterminelim E
x-1- Int

Exol1l : Montrer quee= lim i'
n - +oo p:1 p



Exo12 : Soita une fonctionC'et bijective de | dans J ,et f continue sur J cokr

(a(f) f (t)dtJ . En déduire la valeur d:rfxarcsir(ﬁ) d+ CTX arcco(sﬁ) [
0 0

0

Partie C : Série Numérigue

Exol : Déterminer la nature des séries de termesgg@n

L 'U—sr(l),un:i,u=;etu= 1

n(n+In(n) ninn’ " n(Inn)2 " on?|

o=
1 n

Exo2 : Déterminer la nature de la série de terréadgal : U, = e—(1+—j
n

Exo3 : Déterminer la nature de la série de terréadgal : U = (1+—j e
n

. . . - In(n
Exo4 : Déterminer la nature de la série de termeagal : =(-)" ( )
Exo5 : Déterminer la nature de la série de terréadgal : =(-D" -1
n(n+l)
Exo6 : Calculer la somme de la série de terme ggndJ , = _r
n(n+(n+ 2)
. : - " 2n+1
Exo7 : Déterminer la nature de la série de terraadgal : U, =1-nln >
n —
Exo8 : Calculer la somme de la série de terme igéné, :nﬂ;
3" (n+1)
: - : n’+1 n
Exo9 : Etudier la nature des séries suivantgs=In| ——— = z
n“-2n+2 oo p? +( p)
Ex0l0: Onpose:a=( AYIn( v)- -nIn( Hn; & ,a .4

Quelle est la nature de la série de terme généfalnontrer alors la divergence de la suite

de terme général a
Exoll: Calculerzzn_—gnl

Exo012 : Soit une sult@n) telle qued_n’u, converge , montrer qud u, converge
Ex013 : Soit une suitfu, ) telle qued_n’u,? converge , montrer qu®_u, converge

Exo014 : Soit une suitfu, ) telle qued_u, converge absolument , montrer qeu,’
converge

sint .
Exo15 : Soit la suite définie par, = j—dt montrer que cette suite est convergente



A3 : Algébre linéaire

Partie A : Espaces vectoriels

Exol : Soit E I'ensemble des fonctions numériguesadvariable réelle, F I'ensemble des
fonctions paires et G I'ensemble des fonctions irega
Montrer que E= HI G

Exo2: Soit E=R?® , soit H :{(x,y, 2OR’/ x+ y- =0 etx ¥y zq

Montrer que H est un sous espace vectoriel de Eterohiner un vecteur tel que
H =vect({ ¢})

Exo3: Soit E=R? , soit H :{(x, Y, 20R*/ x+2y-3z0 et2x y z (}
Montrer que H est un sous espace vectoriel de Eterchiner un vecteur tel que
H =vect({ ¢})

Exo4: Soit E=R?® , soit H :{(x,y, 2OR*/ x+ y+ =0 ou x ¥y zq

Déterminervect( H)

Exo5 : SoitE =R?® , soit H ={(x, y,2)0R®/ z=- x ou ¥~ }x

Déterminervect( H)

Ex06 : SoitF :{(x, y,—X2y),avec x et y ré@ls @{( XY, 3AR® [ 4X +y +2z= t(}

H ={(x, y,Z)0OR*, x+ y=0 et # Fq
F et G sont ils supplémentaires ? de méme pourHF et

Exo7 : Dans I'ensemble des fonctions continuesisur
Comparervect({ chx sh) et veé{t Xe‘*r}z)

Exo8 : E un espace vectoriel, E* I'ensemble desliagtions linéaires de E dang, A un
sous espace vectoriel de E , on définit 'ensemfdle= { f OE*, OxO A f( ¥ =0}, montrer
gu’il est un sous espace vectoriel de E*. Soitt B aleux sous espaces vectoriels de E ,
montrer que( A B = An B

Ex09 : Soit E un espace vectoriel,(ef, y,.u..., ,)une famille linéairement indépendante
a.Lafamille(y- y, y= y......, ;= y, y— pest-elle libre ou liée ?
b. Lafamille( y+ y, y+ y......, 4, + y, y+ pest-elle libre ou liée ?

Ex010:Soit E={( x y )0 IR %2 y3 z =0}

a. Montrer que E est un sous espace vectoriel de IR
b. Déterminer une base de E



Exoll : Montrer que les trois fonctions: X — sinx , g: X— sin(x+ a) , h: x» cos(®* b
sont liées

Exo012 : Comment choisir z = a+ib , po(&, Z) soit une base d€ ?

Ex013 : Soient deux endomorphisme u et v tels wme= vou , montrer que le noyau et
image de u sont stables par v

Exol14 : Soit un endomorphisme et x un vecteur guew( x) lorsque x appartient au noyau
deu+3ld

Ex015 : Soit E un espace vectoriel de dimensioreBf,un endomorphisme de E tel que :
f®=0et f?20 , on noteed E, tel que f( $z0 montrer que(e, f(e), fz(é) est une

base de E .

Ex016 : Soient p et g deux projecteurs d’'un espactoriel E tel que p+q = Id
a. Montrer que poq=qop =0
b. Montrer que Imp et Img sont deux sous espaadsnas supplémentaires de E.

Ex017 : Soit E un espace vectoriel , montrer gusoimme de deux projecteurs p et q de E est
un projecteur de E si et seulement si pog = qdp =

Exo018 : Soit E un espace vectoriel et p un prejacte E
1. Montrer quelm p = Ker( p- Id)

2. Soit g un endomorphisme de E tel qua = gog , montrer que Imp et Kerp sont stables

parg
3. Montrer que si Imp et Kerp sont stables par@lpog = gor.

Ex019 : E un espace vectoriel , f une applicatinéaire de E
Montrez que kerf n Imf ={0} = kerf? = kerf

Ex020 : Soit E un espace vectoriel et f un endohisnpe de E vérifiant f>—-5f +6ld = 0
Montrer que E est la somme directe des sous espargé - 2d) et ker f - 3d)

Exo021 : Soit f un endomorphisme d’'un espace vettde dimension n vérifiant :
(f —ald:)o( f-bld.)=0 ol g b sont réels tq ab0
Montrer que f est inversible et préciser son ineers

Exo022 : Soit E un espace vectoriel de dimensiohat ¢ sont deux endomorphismes de E
1°) Montrer que silx O E, fog( =0 alors Img O Kerf puisque rg H+ rg 9< n

2°) Montrer que si f+g est bijectif aloren(f +g) OIm f +Img puisque r§ §+ r§ y= n

Exo023 :E un espace vectoriel de dimension finienef application linéaire de E
Montrez que : E=ker ##Im = E ker 1 Im & Im & Im f



Exo024 : Soit E un IR-espace vectoriel de dimensjat f une forme linéaire de E non nulle,
c’est a dire une application linéaire de E dans IR

1. Montrer que Kerf est un hyperplan de E

2. soit f et g deux formes linéaires non nullesptmew I'équivalence suivante :

kerf =kerg - OkOIR telque f= kg

Ex025 : Soit u une endomorphisme de I'espace vet®de dimension n
Etablir I'existence d’un entier k tel quekeru® = keru*"*
Montrer alors que pour tout entier p supérieur a keru® = keru®

Ex026 : Soit u 'endomorphisme @ tel queu(x y, 2 =(x z y x z )
Déterminer une base de son noyau et de son image

Ex027 : Soit u un endomorphisme d’un espace dendiime n
Montrer quelmu =keru = uou= 0 et re 2rg |

Ex028 : Déterminer le rang de la famille des vertesuivants
x=(1,2-13 ,y=(20% P z=( 44 Ldett=( 76 1)

Partie B : Matrices

Exol : Déterminer la matrice de I'application linéaf définie par :
f:om, (R) - 9m, (R)

a b d -

c d) |-c a
Exo2 : Soient A et B deux matrices carrées d’ordrenontrer que la trace de AB est égale a
la trace de BA. Calculer la tracer de la matriéé A

Exo3 : Soit M une matrice carrée d’'ordre 3, de rghgQuelle est la dimension du noyau de
la transposée de M ?

Exo4 : Soit la matrice A carrée d'ordre n telle gae= ij> , calculer la matriceA?

2 3 3
Exo5 : Soit la matrice carrée d’ordre 3 définierpaA=|3 2 3
3 3 2

1. Calculez Aet exprimez le résultat comme une combinaisoailieéle A et |
2. Montrer que A est inversible et exprimér @omme combinaison linéaire de A et |

0O z -y
Ex06 : Soit la matrice définiepar: M{-z 0 x| ou X+ y+7Z=1
y -x 0

a. Calculer P=M+l5, P’ , PM et MP



b. Soit f I'endomorphisme de IRdont P est la matrice , déterminer le noyau et
'image de f

cha sh

Exo7 : Soit la matrice : A
sha ch

a
J , calculer A

O R R

1 1
Exo8 : Soit la matrice: A{0 1| , calculer A
0 1

Ex09 : Soit E I'espace vectoriel des polyndmedeatgé inférieur ou égal a 3.
Soit u 'endomorphisme de E qui a tout polynénueHE fait correspondre le polynéme u(P)
tel que u(P)(x)=P(x+1)-P(x)
On considere la matrice A suivante
0

o O O

o O O Bk

o O ~» O
= O

Déterminer la base (p1,p2,p3,p4) de E dans laguelteatrice de u serait A.

-1 3 1
Exo010 : Inverser lamatrice & 1 1 1
-1 4 2

Exo 11 : Soit f 'endomorphisme & défini par

X —-X—-3y+2z
fily|-| —x+y-2z
z -x+3y-4z

Ecrire la matrice de f dans la base canoniqueRfe
Déterminer une base du noyau et de I'image

Exol2: Soit les vecteurs de’:e =(2,-1) et e=(-3,2 , déterminer la matrice de la
projection surVect( ¢) paralléelement &/ect( ¢) dans la base canonique &

Exo13 : SoitA, BOM, (R), résoudre I'équation d'inconnu OM, (R), X +tr(X) A=B

Exol4 :M 09, (R) , montrer I'équivalence entre ces 2 propriétés

(i) ‘MM =M*'M

(i) il existe une matrice symétrique S et unatribe antisymétrique A telles que
M=A+S et AS S



2 -1 2 -1 1 0
Ex015 : Montrerque A| 5 -3 3 | estsemblable a 0 -1 1

-1 0 -2 0 0 -1

8 -1 -5 2 00
Ex016 : Montrerque AA| -2 3 1 | estsemblablea /0 4 1

4 -1 -1 0 0 4

31 4 0
Ex017 : Montrer que les matrice@s:(l 3] et BZ[O 2} sont semblables

: A B
Exo18 : SoitA, B,C, DOM, (R), M :(c DJDEUIM(R)

On suppose M,A,D inversibles. Calculer l'inversedie

Ex019 : Soit AIM, (R) et PO GL,(R)
Montrer que rang( AP) = rang A

Puis querang( PA) = rang A

Ex020 : Soit A une matrice carrée d’'ordre 3 telleqd® =0 et X 20
010

Montrer que A est semblable & 0 1|, en déduire les matrices qui commutent avec A
0 0O

Exo21 : SoitE ; une matrice de la base canoniquedg, (R) , pour toute matrice A calculer

Tr(AEi’J. ) , puis montrer que sTr(AM) =0,0M, alors la matrice A est nulle

Ex022 : SoitAOM, (R). On note : f, M, (R) - M (R) telle que f,( M)= AM
Montrer que f, est bijective si et seulement si A est inversible

Ex023: Soit ADM, (R) de rang 1 et telle qua® =0
0 1
Montrer que A est semblable(% Oj

Ex024 : Soit les vecteurs ®& : ¢ =(1,-1) et ¢=(2,3 , déterminer la matrice de la
symétrie par rapport ¥ect( ) parallélement &/ect( ¢) dans la base canonique &

Partie C : Déterminants
1 1 1

Exol: Calculenb+c c+a at+
bc ca ab




Exo2 : CalculerA =

Exo3 : CalculerA =

O O O 9 QO O T O
O O T 9 o0 Q 9 ©T
O O T 9 T o o o

X sinag  sin2a
Exo4 : Déterminer X pour lesquels D(X) =0 avesina X  sina
sin2a  sina X
Quelles sont les valeurs @epour les quelles D(X) admet une racine double

Exo5 : Déterminez les valeurs de x pour les gaddeléterminant suivant est nul.
-x-1 -1 1 3

Exo6 : Déterminez les valeurs de x pour les gaddeléterminant suivant est nul.
-x-1 -4 -2 =2
-4 -x-1 -2 =2
2 2 1-x 4
2 2 4 1-X

ax+ y+ z+ t=1

] X+ay+ z+ t=b
Exo7 : Résoudr
X+y+az+ t= 0

X+y+z+ at= 1
: A B
Exo8 : SoitA B,C,DOM, (R) , M :(c Djmzmm (R)
On suppose D inversible telle que CD = DC
A B
Montrer quedet(C D) = de{ AD- BC)

Exo9 : Soi A une matrice carrée d'ordre 2 a cogfi¢s entiers relatifs A 09, (Z)
Montrer que A est inversible daf®, (Z) si et seulement slet( A) =+1



Ex010 : Soit P(x) =det( A- xI,) ou AO9M, (R) , montrer que P est un polyndme de degré
netqueP(x)=(-1)" X' +(-1)"" X trA+ ...+ detA

Exoll: Soitn=2 , A une matrice d&, (R), telle que
OBOM, (R) , det( A+ B) = detA+ detB
Montrer que si A est de rang p alors p est nule gaut on en déduire de A

Ex012 : Déterminer le rang de la comatrice de Aarction du rang de A

. 1 2 3 45
Ex013 : Décomposer =
35124
, 1 2 3 4
Décomposew =
51 4 2 3
) 1 2 3 45
Décomposew =
53 41 2
1 2 2 1
Exol4 : SoitA=—-| -2 1 2 caIcuIerdet(A— xI3) sous forme factorisée
1 -2 2
-x 0 0 0 0 g
1 x 0 0 0 a4
0O 1 -x 0 0 a4
Exo15 : Calculerdet
0O 0 1 -x 0 4
0O 0 0 1 -x 4
0O 0 0O O 1 a-x

Partie D : Espace euclidien

Exol : E 'ensemble des fonctions continues d€ [@alns IR
Montrer que{f ,g) = fbf (t)g(t)dt définit un produit scalaire sur E

Exo2 : Montrer que f définit un produit scalaire .
f:R*°xR® - R

X X
Yy IX| Y= (X=2)(X=2y)+ yyr ( 2 % 3
Z zZ

Déterminer une base orthonormée pour ce produitagea

Exo3 : E un espace vectoriel muni d’'un produit agal (.,.) , F1 et F2 deux sous espaces
vectoriels de E , montrer que 1F 2F = 1Fn *



Exo4 : Soit E 'ensemble des matrices carréesdi®m@ a coefficients dans IR , pour A et B
deux matrices on note(‘A, B} = tr(t AB) , montrer qu’il s’agit d’'un produit scalaire de E

Exo5 : Soit f un endomorphisme de E , un espadelpeétien .
Montrer queDx,|| f (X)] =¥ = Ox w( f(R, f(YH={( x ¥

Ex06 : Soit H :{(x, Y,z )0OR*, x+ y z+ t C} , déterminer une base orthonormale de H

Exo7 : Soit p un projecteur orthogonal sur F unsespace vectoriel de E
Montrer que pour toufx, y)O E* , { f(%, y=( X K )

Exo08 : Dans IRmuni de sa base et son produit scalaire canoniguedéfinit I'espace :
H{&+&+&+&=0
X F%=%=%=0
Déterminer une base de H , puis de son orthogonal
En déduire la matrice de la projection orthogonaleg H dans la base canonique

Ex09 : SOitE=R,[X] et(P Q:f tR)Q})d

Montrer que( > est bien un produit scalaire sur E, et déterminee base orthonormale de
E pour ce produit scalaire

Ex010 : SoitE =R* , on définitM par les équations suivantes
X+y-z-1t=0
x+3y+z-t=0

OnnoteX =(1,1,1~13 , déterminerd( X,M)

Exoll : DansR®*muni de sa base canonique, on considére D la dreiigendrée par le
vecteur de coordonnéeqt,1,])

Déterminer la matrice de la projection orthogonale D dans la base canonique

Ex012 : DansR®*muni de sa base canonique, on considére P le plaereré par les
vecteurs de coordonnéegl;1,]) et (1,-1,0)

Déterminer la matrice de la projection orthogonale P dans la base canonique

Exo013: Soit F = Vect( (1,-2,1,0), (1,0,1,2)) aéimer la matrice dans la base canonique de
R* de la symétrie orthogonale par rapport a F.

8 1 -4
Exol14* : Soit f 'endomorphisme de*lRdont la matrice est donnée par= 1 -4 4 -7
1 8 4

Montrer que f est une rotation vectorielle , vousgserez son axe et son angle

Ex015* : f 'application linéaire donnée par :



Caractérisez f

Ex016* : f 'application linéaire donnée par :

x'::—13(2x+ 2y- 2
1
y =§(—x+2y+ 22)

z'=%(2x— y+22

Montrez que f est une rotation dont on précisesadléments caractéristiques

Exol17 : Calculer a, b, c, d et e pour A soit undrioa de rotation avec a > 0

3 -2
- — ¢
7 7
2

avecA=|— a d
7
9be
7

Ex018 : Déterminer la matrice de la symétrie ortbogle autour de I'axe engendré par
e=(12)

Ex019* : Déterminer la matrice de la rotation d’dagg autour de l'axe dirigé par
x=(111

Exo020* : Déterminer la matrice de la symétrie olomale par rapport au plan engendré par
e=(117) etg=(10,

Exo021 : Soit E un espace euclidien de dimensiasr fescorps des complexes.

Un endomorphisme orthogonal q de E est appelé gieatour si g” = -Id

Montrer qu’un quart de tour transforme tout vecteute E en un vecteur orthogonal a x
Soit R et g un quart de tour , on noté =cosa Id + simq. Montrer que f est un

endomorphisme orthogonal



C : Probabilité

Partie A : Dénombrements et probabilités

Exol : Dans un village de 700 habitants, existeatli moins deux personnes qui ont les
mémes initiales

Exo2 : Quel est le nombre de parties[@7] ?

Exo3 : Une immatriculation de voiture en France estnposée de 7 caracteres : 2 lettres, 3
chiffres et 2 lettres ( ex : DC-125-EF ) , lesrett,O et U ne sont pas utilisées et les séries SS
et WW ne sont pas utilisés dans le blocs de letieegauche et la série SS ne I'est pas dans le
bloc de droite . Dénombrer les nombre d’immatritidias possibles sachant que la série de
chiffres débute a 001 .

Combien y a t'il de plagque d’'immatriculation consem exactementun Aetun 7 ?

Combien y a t'il de plague avec au moins un A €f @n

Exo4 : Une urne contient 15 boules numérotées@é3. Les boules numérotéesde 1 a 5
sont blanches, les boules de 6 a 15 sont noires
On tire simultanément 5 boules de I'urne
a. Combieny at’il de tirages possibles ?
b. Combien de tirages donnent 2 boules blanch8setles noires ?
On tire successivement 5 boules sans remise
a. Entenant compte de I'ordre combien y a t'iltdages possibles ?
b. Combien de tirages donnent 2 boules blanch8detiles noires sans tenir compte de
I'ordre

Exo5 : Combien y a t'il d’anagramme du mot ASSIS ?
Ex06 : Combien y a t'il d’anagrammes de TARATATA ?

Exo7 : Dans un lycée de 1200 éleves, 652 pratiqueatactivité sportive, 327 de la musique
et 453 ne font ni du sport, ni de la musique . Déieer le nombre d’éléves sportifs et
musiciens

Exo8 : Dans une classe de 30 éléves combien peog¢rfae trindmes ?

2n nin 2
Ex09 : A 'aide de dénombrement montrer %ug} = Z[kj

k=0

Exo10 : Quel est le cardinal ({e{ p,q) ON?, p+ g< r}

Exol1l : Pour(n, p)D(N*)Z, on noteS(n p le nombre de surjections & n] sur[1, p]
a. DéterminerS(n p sip> r
b. CalculerS(nl) et § nh
c. Combien d'applications d{l,n}] sur{l,% ne sont pas surjectives ? En déduire

s(n2)



d. Montrer queS(n3)=3-3-39 n3 , en déduireS( n3)
e. Onsuppos@<n. Montrer queS(n p= f § =1, p+ § Al pJ)

f. En déduire ques(n p = Zp:(—l)p_k(sj K
k=0

g. En déduire la valeur dé, = Z(—l)”_k@j K"
k=0

Ex012 : On considére un jeu de 32 cartes et oratir@asard 5 cartes de ce jeu
Quelle est la probabilité d’obtenir un carré ?
Quelle est la probabilité d’obtenir au moins dewoisr?

Ex013 : Une urne contient 15 boules : 1 noire, &lches et 9 rouges

On tire simultanément au hasard 3 boules

Quelle est la probabilité d’obtenir un tirage tricoe ?

Quelle est la probabilité d’obtenir un tirage avexactement 1 noire et au moins une rouge ?
Quelle est la probabilité d’obtenir un tirage mowbtare ?

Exo014: Au moment ou chacun possede un tiers du marcteétée&phonie mobile, trois
opérateur A,B et C décident de lancer un nouvepe tie forfait annuel

A la fin de I'année, I'évolution des parts de made fait de la maniere suivante

-- les clients de la compagnie A se répartissediffitremment entre A, B et C I'année
suivante

-- les clients de la compagnie B restent toujoid8lés a cette compagnie

-- les clients de la compagnie C seront 'annéeautie clients de A avec une probabilité de
1/12, de B avec une probabilité de 7/12 et de @€ ane probabilité de 1/3

On notea,, b, et ¢ la probabilité qu’a l'issue de 'année n, un consmateur décide de

s’abonner chez A, B ou C pour I'année suivante

1. Exprimer une relation entra,,b,,c, et a,,, b,,, G,

2. En deduire I'expression d&, b, et ¢ en fonction de n et déterminer la limite de ces
suites

Exol5 : Une particule se déplace a chaque secongesttmmet a I'autre du triangle (ABC)
selon le protocole suivant

-- lorsqu’a un instant donné, elle se situe enlk, e fixe a I'instant suivant en B avec la
probabilité 0,75

-- lorsqu’elle est en B, elle se fixe en A avec pnobabilité de 0,75

-- lorsqu’elle est en C, elle ira toujours en B

On notea,, b, et ¢ la probabilité qu’a l'instant n, la particule seduve en A, B ou C

1. Exprimer une relation entra ,b,, c, et a,,, b,,, G,
2. En déduire I'existence d’'une matrice M carréerdre 3 telle que

8y By Gu) = Mx'(a, b g)

12 3 1
3. Soitla matriceP=[16 -1 -1/, montrer que P est inversible et calcuRT*MP
7 -2 0

4. En déduire I'expression dd ", puis dea,,b, et ¢



5. Etudier les limites de,, b, et ¢,

Ex016: On s’'intéresse a la survie d'une espece pour ldqueh individu admet 3
descendants avec la probabilité 1/8, 1 ou 2 desaaisdavec la probabilité de 3/8, et aucun
descendant avec la probabilité de 1/8, indépendamhneces congénéeres

A Tinstant initial, on suppose que la populatiost composée d'un seul individu, donc

I'espéce s’éteindra au bout de la premiere générativec une probabilité; =§

1. Déterminerx, la probabilité que I'espéce ait disparu a l'issde la seconde génération

2. On notex, la probabilité que I'espece ait disparu qu'a l'iss de le nieme génération.
Exprimer x.,, en fonction dex,

3. Montrer que la suit¢x,) converge vers2+/5

Exol7 : Quatre urnes contiennent des boules blasmehaoires, I'urne 1 contient 4 blanches
et 1 noires , I'urne 2 contient 3 blanches et 2@si'urne 3 contient 2 blanches et 3 noires,
et 'urne 4 contient 1 blanche et 4 noires

On choisit I'urne i avec une probabilité dl% puis on tire une boule au hasard dans cette

urne. Calculer la probabilité d’obtenir une boul&ahbche
On suppose que la boule tirée est blanche, qusti&agrobabilité qu’elle provienne de
lurne 1 ?

Ex018 : On classe les automobilistes assurés daagéjories d’ages : moins de 25 ans, de
25 a 50 ans et plus de 50 ans. Le tableau nouseallanproportion de chaque catégories et la
probabilité qu’un assuré de cette catégorie déclameaccident dans I'année

Classe Proportion Probabilité
Moins de 25 ans 0,25 0,12
De 25 a 50 ans 0,53 0,06
Plus de 50 ans 0,22 0,09

Un assuré est choisi au hasard quelle est la prdaivé@lgu’il ait déclaré au moins un accident
dans l'année ?

Quelle est la probabilité pour qu’'un assuré ayaétldré au moins un accident soit agé de
moins de 25 ans ?

Quelle est la probabilité pour qu'un assuré de ples25 ans ait déclaré au moins un
accident ?

Quelle est la probabilité gu’un assuré n’ayant pislaré d’accident soit agé de 25 a 50
ans ?

Partie B : Variables aléatoires :

Exol : SiX(Q)=[1n] que vautE(In X)
Exo2 : AtonE(X?)2 E( X)* 2

Exo3 : Soit X et Y deux variables aléatoires dantionne la loi conjointe



Y \' X 0 1 2
0 1/30 11/30 1/30
1 6/30 5/30 6/30

Donner les lois marginales de X et Y
Calculer leur espérance ainsi que la covariancexdet Y

X et 'Y sont elles indépendantes ?

Exo4 : Soit X et Y deux variables aléatoires dantionne la loi conjointe

Y \ X 0 1 2 3
1 0,1 0,2 0,1 0,1
2 0,1 0 0 0,1
3 0,1 0 0,2 0

Donner les lois marginales de X et Y
Calculer leur espérance

On noteU = X xY déterminer la loi de U
En déduire la covariance de X et Y

On noteV =min(X,Y) déterminer la loi de V
Former la loi conjointe de U et V

Exo5 : Calculer la probabilité de gagner 5 fois Suau pile ou face
Puis la probabilité de gagner au moins une foigde ou face sur n expériences

Ex06 : On effectue une suite de lancer d’'un déacés, quel nombre de lancers suffit il pour
pouvoir affirmer avec un risque d’erreur infériears% que la fréquence d’apparition du 6

est comprise entreé -0,01et % + 0,027

Exo7 : Une urne contient 4 boules dont 1 verte, l&ndhe et 2 rouges. On extrait
successivement les 4 boules de 'urne. On noterxhig d’apparition de la boule blanche et
Y celui de la seconde boule rouge

Donner la loi conjointe de X et Y

Ex08 : Une urne contient 2n boules : n rouges mbines. On pioche au hasard et
simultanément n boules. On appelle X le nombreodéeb rouges obtenues
Déterminer la loi de X, son espérance et sa vaganc

Ex09 : Dans une ville une proportion p de la popioia est atteinte par un virus contagieux.
Si une personne saine est en contact avec unerpersontaminée il y a 2 chances sur 3
gu’elle soit a son tour contaminée. Un représentintommerce en parfaire santé décide de
rendre visite a n habitants de cette ville. On étie nombre de personnes contaminées qu'il
rencontre. Donner la loi de N. Quelle est la prothigéd qu’il soit contaminé a la fin de sa
journée ?



