Probléme :
Dans tout le probléme n désigne un entier naturel non nul , on note I, la matrice identité de M , (R)

Pour toute matrice M e M | (R) on designe le polynome caractéristique de M par :
P, (x)=det(xI,-M)

L’espace vectoriel R" est muni de sa base canonique f={e,e,.,......e,}

On identifie R" et ’ensemble des matrices colonnes M , | (R)

On dira qu’un vecteur X € R" est positif (resp. strictement positif ) et on notera X >0 (resp. X >0 )
lorsque toutes ses coordonnées dans la base [ sont positives ( resp. strictement positives )

Pareillement on dira qu 'une matrice M € M | (R) est positive ( resp. strictement positive ) et on notera

M >0 (resp. M >0 ) lorsque tous ses coefficients sont positifs ( resp. strictement positifs )
On notera SpecA [’ensemble des valeurs propres réelles de A et lorsque SpecA# O, on pose

p(4)= sup (|2])

AeSpecA
Pour ] c [1,n], on pose F, = Vect(ei,i € J)
On dira que AeM (R) est irréductible si {0} et R" sont les seuls sous espaces vectoriels de R" de la

forme F,, stables par I’endomorphisme associé a la matrice A dans la base [

On admettra dans les parties I et Il qu’'une matrice positive irréductible admet une valeur propre A >0
associée a un vecteur propre X >0
La démonstration de ce résultat fait ’objet de la partie I11.

Préliminaires :

1.a : Donner un exemple de matrice A€M , (R) pour laquelle SpecA =D
1.b : Montrer que pour tout matrice A M , (R) , SpecA # &

2.a.: Soit AeM ,(R) et A>0, soit e, € B, montrer que Ae, >0

2.b. : Prouver que si JcllLnll, J=,n], iyeJ , alors le sous espace F, n’est pas stable par

[’endomorphisme associé a A
2.c. : En déduire que si AcM ,(R), A>0 alors A est irréductible

Partie I :

On considere A une matrice positive irréductible et 1 € SpecA , 1 >0

On pose (x,.) 0 les coordonnées dans [ du vecteur propre positif X de la matrice A associé a A

i€ll,n
la.: Onpose] ={i € [1,n],x; # 0}, montrer que Vig J,NjeJ ,a; =0
1.b. : Prouver que F, est stable par [’endomorphisme associé a A

l.c. : En déduire que X >0
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2. On note Y = , un vecteur propre de A associé a une valeur propre réelle y, on pose m =sup-—
. 1<i<n X,
1

Y

et p l'entier tel que p € [1,n] et m = |i’_p|

p



2.a. . Montrer que uy, = Zapjyj
j=1

2.b. : En déduire que |/1| <A
On vient donc de prouver que A = p(A)

3. Montrer que si u est une valeur propre non nulle de A associée a un vecteur propre positif, alors
u>0et u=71

4. Dans cette question on suppose que A > 0, soit Y un vecteur propre associé a la valeur propre p(A) .

Prouver que Y est colinéaire a X.

5. Le but de cette question est de généraliser le résultat de la question 4 au cas ou A>0. Soit Y #0 un
vecteur positif dont au moins une coordonnée est nulle. On pose Z =(1,+A)Y et on note (z,,....,z,) ses

coordonnées dans f3.
On introduit J = {i elll,n], V # O} et J'= {i elll, nD,zi #* O}

5.a. : Montrer que J c J'
5.b. : En supposant que J =J', prouver que VigJ,NjeJ ,a;=0

S.c. : En déduire que l'inclusion J — J' est stricte
5.d. : En déduire que (1,+4)" >0
S.e. : En considérant X’ un vecteur propre non nécessairement positif, associé a p(A) . Montrer que X’

est colineaire a X.

Partie 11 :

On a démontré, a la partie I que 1’espace propre associé a la valeur propre p(A) , ou A est une matrice

positive irréductible, est de dimension 1
On se propose de montrer que p(A) est une valeur propre simple.

Pour alléger les notations , on pose p = p(A) et B= [Com(pln — A) , on suppose que B #0
1. Montrer que (pI” - A)B =0

2. Montrer que B est de rang 1 et préciser son image

3. En déduire que si une colonne de B n’est pas nul, alors elle ne contient aucun coefficient nul et tous
ses coefficients sont de méme signe

4.a. : Soit ] c [1,n] et I son complémentaire , en remarquant que (F, )l =F, , pour le produit scalaire

canonique de R", prouver que 'A est irréductible

4.b. : Justifier que si une colonne de 'Bn’est pas nulle, alors elle ne contient aucun coefficient nul et que
tous ses coefficients sont de méme signe

5. En déduire que tous les coefficients de B sont non nuls et de méme signe .



6. On note diag(xl,....,xn) la matrice diagonale dont les x; sont les coefficients diagonaux , on définit

une application de R" dans R par :
(p(xl,....,xn):det(diag(xl,xz,....,xk,...,xn)—A)

6.a. : Calculer pour tout k € |l,n[| la dérivée partielle 2—(p(p, p,...,p)

X

6.b. : En déduire que P', (p) = tr(B)
7. Justifier que p est bien une racine simple

Partie 111 :

A désigne toujours une matrice positive inversible
On se propose désormais de prouver [’existence d’une valeur propre positive associée a un vecteur

propre positif.

I Soit K={YeM ,(R),¥>0et[¥|=1} oi |¥]|=3|v|
i=1

n

Prouver que K'= (In + A)”f1 (K) est un compact de R" et que K'c (R*+)

2. Soit r(X)z inf (

1 n . ,
inf —Zaikxk ou (xl.) sont les coordonnées de X
e k=1

X, iz

Justifier I’existence de A =supr (X) et prouver [’existence de X, € K' tel que r(XO) =1
XeK'

3.a. : Justifier que AX,—AX,>0

3.b: On suppose AX,—AX,#0 , prouver [’existence de Y, >0 tel que AY,—AY, >0

3.c. : En déduire une contradiction avec la définition de 1



